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总 序 


2008 年 是 中 国 科学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 .为 了 反映 五 十 年 来 办 学 理 
念 和 特色 ,集中 展示 教材 建设 的 成 果 , 学 校 决定 组 织 编写 出 版 代表 中 国 科学 
技术 大 学 教学 水 平 的 精品 教材 系列 .在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 281 
种 ,经 过 多 轮 、 严 格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 ， 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 都 来 自 中 国 科学 院 的 各 个 研究 所 . 
作为 各 个 研究 所 的 科研 人 员 , 他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 作 研究 的 
传统 .同时 ,根据 “全 院 办 校 ,所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 第 
一 线 工作 的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 成 
果 融 入 到 教学 中 .五 十 年 来 , 外 界 环境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 学 
校 以 教学 为 主 \ 教 学 与 科研 相 结合 的 方针 没有 变 . 正 因为 坚持 了 科学 与 技术 
相 结合 、 理 论 与 实践 相 结合 ,教学 与 科研 相 结合 的 方针 ,并 形成 了 优良 的 传 
统 , 才 培养 出 了 一 批 又 一 批 高 质量 的 人 才 . 

学 校 非常 重视 基础 课 和 专业 基础 课 教学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 的 原 
因 之 一 . 当今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 、 科 技 成 果 日 新 月 异 , 没 有 扎实 的 基础 
知识 ,很 难 在 科学 技术 研究 中 作出 重大 贡献 . 建 校 之 初 ,华罗庚 、 吴 有 训 、 严 
济 兹 等 老 一 辈 科学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 , 素 自 为 本 科 生 讲 授 基 础 课 , 他 们 
以 渊博 的 学 识 、 精 港 的 讲课 艺术 、 高 尚 的 师 德 , 带 出 一 批 又 一 批 杰出 的 年 轻 
教员 ,培养 了 一 届 又 一 届 优秀 学 生 .这 次 入 选 校庆 精品 教材 的 绝 大 部 分 是 本 
科 生 基础 课 或 专业 基础 课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 老 一 
辈 科学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 影响 ,因此 在 教材 中 也 贯穿 着 这 些 先辈 的 教育 教 
学 理念 与 科学 探索 精神 . 

改革 开放 之 初 ,学 校 最 先 选 派 青 年 骨干 教师 赴 西 方 国家 交流 、 学 习 , 他 
们 在 带 回 先 进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 .教学 方法 、 教 学 
内 容 等 带 回 到 中 国 科学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 ,使 “科学 
与 技术 相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结合 、 教 学 与 科研 相 结 合 ” 的 方针 得 到 进一步 
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深化 ,取得 了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 .这 些 教学 改革 
影响 深远 ,直到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 .在 入 选 的 精 
品 教 材 中 ,这 种 理念 与 尝试 也 都 有 充分 的 体现 . 

中 国 科学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ， 
用 创新 的 精神 编写 教材 .五 十 年 来 ,进入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 、 学 业 优 
秀 、 求 知 欲 强 、 筋 于 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 
更 加 有 利于 培养 他 们 的 创新 精神 .教师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自己 
的 科研 体会 ,借鉴 目前 国外 相关 专业 有 关 课程 的 经 验 ,注意 理论 与 实际 应 用 
的 结合 ,基础 知识 与 最 新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 组 
织 材料 ,认真 编写 教材 ,使 学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 ,了 解 最 新 的 
研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 技术 . 

这 次 入 选 的 50 种 精品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 ， 
也 是 学 校 五 十 年 教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科学 技术 大 学 的 教学 理念 、 教 
学 特色 和 教学 改革 成 果 . 该 系列 精品 教材 的 出 版 ,既是 向 学 校 五 十 周年 校庆 
的 献礼 ,也 是 对 那些 在 学 校 发 展 历史 中 留 下 宝贵 财富 的 老 一 代 科 学 家 、 教 育 
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修订 版 前 言 


这 本 讲义 (近世 代数 引 论 ?在 中 国 科学 技术 大 学 使 用 了 二 十 余年 ,也 在 清华 大 
学 .上 海 交通 大 学 ,北京 航空 航天 大 学 、 同 济 大 学 等 校 使 用 多 年 . 师 生 的 反映 尚好 . 
主要 问题 是 习题 较 难 . 所 以 我 们 在 书 末 对 于 较 难 的 习题 增加 了 提示 ;补充 了 一 些 新 
的 习题 ;同时 对 较 难 的 习题 标 了 星 号 :其 中 有 些 可 作为 课堂 上 的 例题 ,有 些 可 作为 
同学 课 后 研讨 之 用 ,而 不 作为 基本 的 要 求 . 在 内 容 上 去 掉 了 * 宕 零 群 与 可 解 群 ”和 
“n( 宇 5) 次 一 般 方程 的 根 式 不 可 解 性 ”两 节 ,把 它们 改 成 两 个 附录 .我 们 也 将 正文 
中 可 了 略 讲 或 只 做 简介 的 内 容 改 用 楷体 字 印 刷 . 其 他 一 些 内 容 , 例 如 伽 罗 瓦 理论 ,也 
可 以 只 介绍 基本 定理 的 内 容 和 它 的 应 用 ,而 不 讲 证 明 . 


作 者 


2002 年 2 月 第 2 版 修订 
2008 年 6 月 第 3 版 修订 


第 1 版 前 言 


近世 代数 是 讲述 群 . 环 ` 域 (以 及 模 ) 等 代数 对 象 基本 性 质 的 一 门 大 学 课程 . 它 
是 今后 学 习 和 研究 代数 学 的 基础 ,也 是 研究 其 他 数学 物理 学 和 计算 机 科学 等 不 可 
缺少 的 工具 . 

本 书 是 我 们 于 1982 年 在 中 国 科学 技术 大 学 授课 讲义 基础 上 ,经 过 五 年 教学 实 
践 改写 而 成 . 原 讲义 共 五 章 ,为 了 在 一 学 期 ( 周 四 学 时 ) 内 讲 完 ,这 次 删 去 了 模 论 和 
线性 代数 两 章 . 

近世 代数 从 它 产生 的 年 代 起 就 明显 有 别 于 古典 代数 学 . 它 的 主要 研究 对 象 不 
是 代数 结构 中 的 元 素 特性 ,而 是 各 种 代数 结构 本 身 和 不 同 代数 结构 之 间 的 相互 联 
系 ( 同 态 ) .掌握 近世 代数 中 所 体现 的 丰富 的 数学 思想 和 方法 , 比 背诵 一 些 代数 学 定 
义 和 名 词 字典 要 重要 得 多 .我 们 在 教学 中 几乎 用 半 个 学 期 讲述 第 1 章 群 论 , 这 是 因 
为 在 群 论 中 体现 了 近世 代数 的 基本 研究 思想 和 方法 ,而 这 些 思想 和 方法 在 学 生 过 
去 学 习 中 是 不 熟悉 的 . 群 论 中 的 定理 基本 上 可 分 为 定量 和 定性 两 类 :前 者 的 典型 例 
子 是 拉 格 朗 日 定理 ,后 者 的 典型 例子 是 同 态 基本 定理 .我 们 着 重 讲授 定性 内 容 , 特 
别 是 同 态 基本 定理 和 群 在 集合 上 的 作用 ,这 是 群 论 的 关键 所 在 . 

第 2 章 讲述 环 论 和 域 论 初步 ,正文 中 的 内 容 是 标准 的 .但 是 在 几 个 附录 中 ,我 
们 介绍 了 在 数学 发 展 中 有 历史 意义 的 几 个 课题 (高 斯 二 平方 和 问题 ,代数 基本 定 
理 ` 尺 规 作 图 ,三 等 分 角 等 ), 最 后 一 章 向 学 生 展示 关于 域 的 有 限 伽 罗 瓦 扩张 的 优美 
理论 . 

最 后 ,我 们 向 过 去 几 年 里 对 此 书 的 前 身 提供 意见 的 许多 学 者 教师 和 学 生 表示 
深 深 的 谢意 ,我 们 也 欢迎 大 家 今后 对 此 书 给 予 更 多 的 批评 和 指正 . 


作 者 
1987 年 3 月 于 合肥 
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第 1 章 群 


1.1 集合 论 预 备 知识 


群 是 集合 上 赋予 某 种 二 元 运算 的 一 种 代数 结构 .所 以 在 讲述 什么 是 群 之 前 , 先 
要 介绍 集合 论 中 我 们 所 需要 的 一 些 预 备 知识 . 

一 些 特定 的 对 象 放 在 一 起 就 叫做 一 个 集合 . 例如 全 体 正 整数 构成 一 个 集合 , 表 
示 成 N. 全体 整数 构成 整数 集合 ,表示 成 Z. 类似 地 有 复数 集合 C, 实 数 集合 R, 有 理 
数 集合 Q 等 等 .集合 4 中 每 个 对 象 a 叫做 4 中 的 元 素 ,表示 成 a€ 4 ,说 成 a 属于 
A .否则 ,如 果 某 个 对 象 b 不 属于 A, 则 表示 成 b& A. 

设 A 和 8B 是 两 个 集合 ,如 果 A 中 每 个 元 素 均 是 中 元 素 , 即 

a€A>a€B. 
则 4 叫做 B 的 一 个 子 集 ,表示 成 ASB 或 者 B 二 A. 如 果 4SB 并 且 BSA, 即 
a€ ASaE€EB, 
这 也 相当 于 说 集合 A 与 B 包含 同样 的 元 素 ,这 时 叫做 集合 4 与 B 相等 ,表示 成 
A=B. 如 果 4 是 B 的 子 集 并 且 不 等 于 B, 则 4 叫 B 的 真子 集 ,表示 成 A 兵 B 或 者 
B 忆 A. 不 包含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 集 ,表示 成 名. 空 集 显 然 是 每 个 集合 的 子 集 . 

可 以 有 许多 方式 来 表达 一 个 确定 的 集合 .例如 若 集合 4 只 有 有 限 多 (不 同 ) 元 

索 al,…,anCEN), 则 这 个 集合 可 表 成 

A = (aan)}. 
只 有 有 限 多 个 元 素 的 集合 叫 有 限 集 ,否则 叫 无 限 集 .具有 n 个 元 素 的 集合 叫 n 元 
集 ,元 素 个 数 表示 成 |4| =n. 在 一 般 情形 下 ,集合 S 中 具有 某 种 性 质 P 的 全 体 元 
素 构成 的 集合 通常 表 成 


{x E S11x 有 性 质 P}. 
例如 :偶数 集合 {0, 土 2, 土 4,…} 可 以 表 成 
{n€EZIn=0(mod2)}. 
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由 一 些 已 知 集合 构 作 新 的 集合 通常 用 集合 上 的 运算 来 实现 . 下面 是 集合 的 一 - 
些 最 基本 运算 . 设 A 和 B 是 两 个 集合 ,它们 的 公共 元 素 组 成 的 集合 叫做 4 和 8B 的 
交 , 表 示 成 4 门 B, 即 
ANMNB= {x|ixE€A¥Hx EB)}. 
类 似 地 ,n 个 集合 41 ,…, A, 的 交 为 


ee 


更 一 般 地 ,对 于 任意 多 个 集合 形成 的 集 族 {4i | i E 1) (其 中 了 是 一 个 集合 , 叫 该 

集 族 的 下 标 集合 ,对 于 每 个 E 1， A; 是 该 集 族 中 的 一 个 集合 ) ,它们 的 交 为 
站 4 = {x | x E€ 4 对 每 个 ie 71). 
le! 

第 二 个 集合 运算 是 集合 的 并 ,集合 4 与 B 的 并 表示 成 4UB, 定 义 为 

AUB= {x|xE A 或 者 x € B}. 

类 似 地 ， 

= UU A tlzeA 人 1<i<n), 


Ua = {x | x E€ A;, 对 某 个 i€ 请. 
i€ 

设 4 是 B 的 子 集 , 则 B-A={x|lxE€B， x 人 4) 叫做 子 集 4 (关于 B) 的 补 集 . 
如 果 在 讨论 问题 中 所 涉及 的 集合 均 是 某 个 固定 集合 2 的 子 集 , 则 2- 4 也 常常 简 
称 作 4 的 补 集 ,表示 成 . 

设 4 和 B 是 两 个 集合 ,我 们 把 集合 

AxB={(a,b)la€ A,beB} 
叫做 4 和 B 的 直 积 .在 AXxB 中 , (a,b) = (a',b’) 当 且 仅 当 a = a' 并 有 是 b=b”. 
类 似 可 定义 多 个 集合 的 直 积 
AiX.…xA,= ITa, = {(al…an) | a:€ Ail<i<n}, 


卫 4,= {Cai)er | ai € 4 对 每 个 ie 了 7). 
了 


i€ 
为 了 比较 不 同 的 集合 ,需要 将 不 同 集合 发 生 联系 ,这 就 是 集合 之 间 的 映射 . 
叫做 从 集合 4 到 集合 B 的 映射 ,是 指 对 每 个 a€ 4 均 有 确定 办 法 给 出 集合 B 中 唯 
一 的 对 应 元 素 , 这 个 对 应 元 素 叫做 a 在 映射 /之 下 的 像 , 表 示 成 f(a). 而 “f 把 a 映 
成 f(a)” 这 件 事 表示 成 a Pf(a). 从 A 到 B 的 映射 表示 成 1: A 一 B 或 
者 4 -人 >B. 
和 
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设 /4-~B 和 8g:B-~C 都 是 集合 之 间 的 映射 . 则 可 经 过 连续 作用 ,得 到 一 个 从 

4 到 C 的 映射 
g°f:A->C, (8 站 (ao) = g(f(a). 
映射 g。f 叫做 f 与 8 的 合成 映射 . 

设 f 和 8g 均 是 从 集合 A 到 集合 B 的 映射 ,我 们 称 f 和 g 相等 (表示 成 f= 8)， 
是 指 对 于 每 个 a€ A, 均 有 f(a) = g(a). 

引 理 1( 合 成 运算 满足 结合 律 ) 设 /:4 一 B, g:B>C, h:C~D 均 是 集合 的 
映射 , 则 

he(g°f)=(h°eg)°f. 
证 明 对 于 a€EAh, 令 f(a)=b, g(b)=c, h(c)=4d. 则 
(g(a)= c， (he g)(b) = d. 
于 是 

holgof)a)= he) = d, (Cheg)e f(a) = (hog)(b)=d. 
从 而 对 每 个 a€ A, (he(g* 有 站)(a)=((he8)。f 有 )(a); 这 就 表明 he(g°f)= (heg)。f. 
证 毕 . 

设 f;A4 一 B 是 集合 的 映射 .对 于 4 的 每 个 子 集 4', 令 

f(A4) = {f(x) | x € A'), 
这 是 B 的 子 集 , 叫 做 4 在 f 之 下 的 像 . 另 一 方面 ,对 于 B 的 子 集 B', 令 f71(B')= 
{xEAlf(x)E B'}, 这 是 4 的 子 集 ,叫做 B' 的 原 像 .如 果 f(A)=B, 即 B 中 每 个 
元 素 均 是 A 中 某 个 元 素 ( 在 了 之 下 ) 的 像 , 则 三 叫做 满 射 . 另 一 方面 ,如 果 A 中 不 同 
元 素 被 映 成 B 中 不 同 元 素 , 即 :a, a’€ A,，a 关 a 一 Ga) 天 Fa ), 则 三 叫 做 单 
射 .最 后 , 若 :A 一 B 同时 是 单 射 和 满 射 , 则 三 叫做 一 一 映射 或 一 一 对 应 .例如 :将 
集合 A 中 每 个 元 素 均 映 成 其 自身 的 映射 

14:4 一 4， 14(a) = a. 
就 是 A 到 A 的 一 一 对 应 .映射 14 叫做 集合 A 的 恒 等 映 射 .通常 采用 下 面 引 理 来 判 
断 一 个 映射 是 否 为 一 一 对 应 . 

引 理 2 映射 :A 一 B 是 一 一 对 应 的 充分 必要 条 件 是 存在 映射 8: B-~4 ,使 得 
f°g=1s, g°f=14. 

证 明 如 果 了 是 一 一 对 应 ,由 定义 知 这 意味 着 对 每 个 pE B, 均 存在 唯一 的 
aE 4 使 得 广 :(b) = a( 存 在 性 由 于 了 是 满 射 ,唯一 性 由 于 了 是 单 射 ) 于 是 可 定义 
映射 

g:B—>A, 8(bD) = 广 (b). 
直接 验证 gef=14 和 f。g =1s 成 立 . 
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另 一 方面 ,如 果 f 不 是 满 射 , 则 存在 hE B, 使 得 广 !(b) = .所 以 对 每 个 映射 
8:B 一 A, 均 有 (f。8)(b)= f(g(b)) 关 b. 于 是 /fg 取 1. 如 果 f 不 是 单 射 , 则 存在 
a， a'E A, aa ,使 得 f(a)=f(a’)=b. 那 么 对 于 每 个 映射 8:B->A， (ge (a)= 
8(b)=(g。 有 (a'), 于 是 g。f 关 14. 所 以 车 存在 g: B->A 使 得 F。g = 1s 并 且 
8°f=14. 则 下 必然 是 一 一 对 应 .证 毕 . 

当 f:4 一 B 是 一 一 对 应 时 ,满足 feg=1s 和 g*f=14 的 映射 8: B 一 A 是 唯一 
的 .这 是 因为 : 若 8 :B-~4 也 有 性 质 F.8'=1s，8g'。f =14, 则 

8 =8°ls=g8°(f*g)=(8°)/)eg=1l4g8= 8g. 
我 们 将 这 个 唯一 存在 的 映射 g 叫做 f 的 逆 映 射 ,表示 成 /!. 

设 4 是 集合 ,集合 A x 4 的 每 个 子 集 R 叫做 集合 A 上 的 一 个 关系 . 如 果 

(a,b)ER, 便 称 a 和 b 有 关系 R, 写 成 aRb. 例 如 RXxR 中 子 集 

R= {(a,b)ERxR|a 比 b 大 }， 
则 实数 a 和 b 有 关系 R 即 指 a 比 b 大 ,这 就 是 “大 于 ”关系 .通常 将 这 个 关系 记 成 
4 之 b. 同 样 还 R 上 的 关系 之 (大 于 或 等 于 ), 二 (小 于 ) ,过 (小 于 或 等 于 ), = (等 
于 ). 集 合 4 上 的 关系 一 叫做 等 价 关 系 ,是 指 它 满足 如 下 三 个 条 件 ， 

(1) 自 反 性 :ea 一 a( 对 于 每 个 acEA4); 

(2) 对 称 性 : 若 ce 一 b, 则 5 一 ai 

(3) 传递 性 :车 ce 一 b，b 一 c, 则 ca 一 c. 

设 一 是 集合 4 上 的 等 价 关系 .如 果 a 一 5, 由 对 称 性 知 b~a. 这 时 称 元 素 a 和 
b 等 价 .对 于 每 个 a€ 4 ,以 [oa] 表 示 4 中 与 a 等 价 的 全 部 元 素 构 成 的 集合 , 即 

[a]={b€EAlb~a). 

由 自 反 性 知 aE[aj, 称 [a] 为 a 所 在 的 等 价 类 ,由 传递 性 可 知 同一 -等 价 类 中 任意 
二 元 素 彼此 等 价 ( 设 b, cE[aj, 则 b~a， 4 一 c, 于 是 bp 一 c). 不 同等 价 类 之 间 没 
有 公共 元 素 ( 为 什么 ?) 因 此 集合 4 是 一 些 等 价 类 {[ai]1ie 了) 的 并 ,而 这 些 等 价 类 
是 两 两 不 相交 的 .我 们 从 每 个 等 价 类 [ai] 中 取出 一 个 元 素 b;( 即 bE[ai]), 则 R 
= {bi|i€ 站 具有 如 下 性 质 :4 中 每 个 元 素 均 等 价 于 某 个 b; ,而 不 同 的 b; 彼此 不 
等 价 .我 们 把 具有 这 样 性 质 的 R 叫做 4 对 于 等 价 关系 一 的 完全 代表 系 .于 是 

A st [a] (两 两 不 相交 之 并 ). (x) 


一 般 地 ,车 集合 4 是 它 的 某 些 子 集 { A; |iE 7} 之 并 ,并 且 4， 两 两 不 相交 , 便 
称 {Ai|iE 1) 是 集合 4 的 一 个 分 拆 .如 上 所 述 ,4 上 的 每 个 等 价 关系 给 出 集合 4 
的 一 个 分 拆 ( x ). 反 过 来 ,如 果 {Ai |iE 7) 是 集合 4 的 一 个 分 拆 ,可 如 下 定义 A 上 
一 个 关系 :对 于 a, bE€ A， 


he 
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aa 一 今 a 和 b 在 同一 A; 之 中 . 
请 读者 证 明 这 是 等 价 关系 . 以 E 表示 4 的 全 部 等 价 关系 ,以 已 表示 4 的 全 部 分 
拆 , 则 上 面 由 等 价 关系 到 分 拆 的 映射 J:E->P 和 从 分 拆 到 等 价 关 系 的 映射 8:P 一 EE 
满足 fg=1lP，8g*f=1z, 从 而 上 是 一 一 对 应 ( 引 理 2). 换 句 话说 ,集合 4 上 的 等 价 
关系 和 A 的 分 拆 是 一 一 对 应 的 . 
例如 , 设 FF 是 由 某 些 集合 构成 的 集 族 . 在 F 上 定义 如 下 的 关系 :对 于 
A, BEF, 
4 一 有 全 存 在 从 4 到 B 的 一 一 对 应 . 
这 是 下 上 的 等 价 关系 ( 自 反 性 :14 :4A 一 A 是 一 一 对 应 ,从 而 4 一 4. 对 称 性 : 若 
f:A 一 B 是 一 一 对 应 , 则 f7!:B 一 A 是 一 一 对 应 ,从 而 4 一 B 一 B 一 4. 传 递 性 基于 
习题 3.) 对 于 这 种 等 价 关系 ,彼此 等 价 的 集合 叫做 是 等 势 的 . 比如 说 ,两 个 有 限 集 
合 等 势 ( 即 存在 一 一 对 应 ) 的 充 要 条 件 是 它们 有 同样 多 元 素 , 即 | 4i = | 好 | .与 正 束 
数 集合 N 等 势 的 集合 叫做 可 数 无 限 集合 ,其 他 无 限 集合 叫做 不 可 数 集合 .熟知 实 
数 集合 R 是 不 可 数 集合 .而 正 偶 整 数 的 全 体 E 是 可 数 ( 无 穷 ) 集 合 ,因为 存在 着 一 
一 对 应 N 一 E,n Fr 2n. 这 个 例子 也 表明 ,无 限 集合 4 的 一 个 真子 集 可 以 与 4 
等 势 ! 
设 A 是 集合 .从 AX A 到 A 的 映射 
f:AxA—A 
叫做 集合 4 上 的 一 个 (二 元 ) 运 算 . 例如 :通常 复数 加 法 就 是 运算 
fi:CXC—>C, ja,8) = ua+p. 
我 们 经 常 把 集合 A 上 的 运算 表示 成 。, 即 对 于 a, bE 4, f(a,b) 写 成 a* b(€ 
A) 或 者 更 简单 地 写成 ab. 
运算 ， 叫 做 满足 结合 律 ,是 指 
a*(b.c)= (a.b).c (对 任意 a,b,c € A). 
运算 ， 叫 做 满足 交换 律 ,是 指 
a*b = b.a (对 任意 a,b€ A). 
一 个 集合 赋予 满足 某 些 特 定性 质 的 (一 个 或 多 个 ) 二 元 运算 , 便 得 到 各 种 代数 结构 . 
本 书 讲述 群 . 环 和 域 三 种 代数 结构 . 


习 题 


1. 设 B，Ai(iE 门 均 是 集合 . 试 证 : 
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(D) BN(UA;)= UBNA); 

i€EL iT 
(2) BU(NMNAi)= NN (BUA); 
iE7 i€l 
3) Uai= Na, (M4,= UA,. 
iE17 ET i€ET iE1 

2. 设 f;A 一 B 是 集合 的 映射 ,A 是 非 空 集合 . 试 证 ; 

(1) /为 单 射 兮 存在 g:B 一 A, 使 得 gef=14; 

(2) 了 为 满 射 咏 存在 h:B 一 A, 使 得 foh=1s. 

3. 如 果 :A 一 B,g:B 一 C 均 是 一 一 对 应 , 则 8°*f:A 一 C 也 是 一 一 对 应 , 且 
(8 fg 

4. 设 4 是 有 限 集 ,P(4) 是 4 的 全 部 子 集 ( 包 括 空 集 ) 所 构成 的 集 族 , 试 证 
| P(A)|=2141, 换 名 话说 ,n 元 集合 共有 2" 个 不 同 的 子 集 . 

5. 设 f:A 一 B 是 集合 间 的 映射 .在 集合 A 上 如 下 定义 一 个 关系 :对 任意 a， 
aE4， Qa~a' 当 且 仅 当 f(a) = f(a”). 试 证 这 样 定义 的 关系 是 一 个 等 价 关系 

6. 证 明 等 价 关系 的 三 个 条 件 是 互相 独立 的 ,也 就 是 说 ,已 知 任意 两 个 条 件 不 
能 推出 第 三 个 条 件 . 

7, 设 4A,B 是 两 个 有 限 集 合 . 

(1) 4 到 B 的 不 同 映射 共有 多 少 个 ? 

(2) A 上 不 同 的 二 元 运算 共有 多 少 个 ? 


1.2 什么 是 群 


让 我 们 先 从 半 群 讲 起 . 

定义 1 集合 S 和 5S 上 满足 结合 律 的 二 元 运算 。 所 形成 的 代数 结构 叫做 半 
群 .这 个 半 群 记 成 ($, 。 ) 或 者 简 记 成 5, 运 算 x.y 也 常常 简写 成 xy. 

如 果 运 算 又 满足 交换 律 , 则 (5S， ) 叫 做 交换 半 群 . 像 通 常 那样 令 x? = x 。x， 
= x(=x + x", n>1). 

定义 2 设 5 是 半 群 ,元 素 eES 叫做 半 群 8 的 么 元 素 ,是 指 对 每 个 xES，xe 
=ex=x. 


如 果 半 群 8 有 么 元 素 e, 则 它 是 唯一 的 , 因 若 e 也 是 勾 元 素 , 则 e = ee = e. 我 
os 
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们 将 半 群 5 中 这 个 唯一 的 么 元 素 ( 如 果 存 在 的 话 ) 通 常 记 作 1s 或 者 1, 具 有 么 元 素 
的 半 和 群 叫 含 么 半 群 . 

定义 3 设 $ 是 含 么 半 群 .元素 yE S 叫做 元 素 xE 3 的 逆 元 素 , 是 
指 xy= yx=1. 

如 果 x 有 北 元 素 , 则 它 一 定 唯 一 .因为 车 y 也 是 x 的 道 元 素 , 则 xy’ = yx =1. 
于 是 


y=y°1= yxy) = (yxy =1.y =y. 
所 以 ,车 x 具有 逆 元 素 ,我们 把 这 个 唯一 的 逆 元 素 记 作 x* , 则 xx =x ?x=1. 

定义 4 半 群 G 如 果 有 么 元 素 , 并 且 每 个 元 素 均 可 逆 , 则 G 叫做 群 .此 外 , 若 
运算 又 满足 交换 律 , 则 G 叫做 交换 群 或 叫 阿 贝尔 (Abel) 群 . 

下 面 给 出 半 群 和 群 的 一 些 例子 . 

例 1 设 M 为 非 负 整 数 全 体 ,CM, + ) 是 含 么 交换 半 群 , 么 元 素 是 数 0, 但 它 不 
是 群 ,因为 ,只 有 0 对 于 加 法 在 M 中 才 可 北 . 

Z, Q, R, C 对 于 加 法 均 是 阿 贝 尔 群 ,分 别 叫 做 整数 加 法 群 ,有 理 数 加 法 群 
等 等 . 

(N,， ) 是 含 么 交换 (乘法 ) 半 群 , 么 元 素 为 1. 它 不 是 群 . 令 Q* 为 非 零 有 理 数 全 
体 , 则 (Q* ,。 ) 是 交换 群 , 么 元 素 为 1, 非 零 有 理 数 a 的 乘法 逆 为 a-!. 这 叫 非 零 有 
理 数 乘法 群 ,同样 有 (R* ,* ) 和 (C* ,。 ) ,这 些 都 是 阿 贝尔 群 . 

例 2 以 Mm.n(C) 表 示 全 体 m 行 n 列 复 和 矩阵 组 成 的 集合 , 它 对 矩阵 加 法 形成 
阿 贝尔 群 . 么 元 素 是 全 零 矩 阵 , 而 矩阵 A = (ai ) 的 加 法 逆 是 -4A=(- ay). 以 
M,(C) 表 示 半 阶 复方 阵 全 体 , 它 对 乘法 形成 含 么 半 群 , 么 元 素 是 单位 方 阵 T, .由 线 
性 代数 可 知 ,n 阶 复方 阵 4 有 乘法 逆 的 充 要 条 件 是 det A 关 0. 从 而 M,(C) 不 是 
群 ,并 且 当 n 宇 2 时 , 易 知 半 群 M, (C) 不 是 交换 的 . 类似 有 加 法 交换 群 Mn(R), 含 
么 半 群 M,(Q) 等 等 . 

例 3 设 4 是 非 空 集合 ,以 (A4) 表 示 从 A 到 A 全 体 映射 组 成 的 集合 . 则 
(4) 对 于 映射 合成 运算 形成 含 么 半 群 . 么 元 素 为 4 上 恒 等 映 射 14. 由 1.1 的 引 
理 2 可 知 ,5(A4) 中 映射 可 道 的 充 要 条 件 是 f 为 一 一 对 应 .所 以 当 | A | 之 1 时， 
(4) 不 是 群 ,并 且 半 群 3(A4) 不 是 交换 的 . 

例 4 欧 氏 平面 Rz 中 保持 欧 氏 距离 不 变 的 运动 叫做 欧 氏 运动 . 由 于 欧 氏 运动 
必 为 R* 到 自身 之 上 的 一 一 对 应 ,并 且 它 的 逆 仍 是 欧 氏 运动 ,而 两 个 欧 氏 运动 的 合 
成 仍 是 欧 氏 运动 ,从 而 全 体 欧 氏 运动 形成 群 ,叫做 平面 上 的 欧 氏 运动 群 ,这 也 是 非 
阿 贝尔 群 . 

例 5 设 n 为 正 整数 ,我 们 在 Z 上 定义 如 下 关系 ;对 于 整数 a 和 b， 
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a~bSnla-b ( 即 a = b(modn)). 

易 知 这 是 等 价 关 系 ,于 是 整数 集合 Z 分 拆 成 n 个 等 价 类 :0,1,…,n-1, 其 中 i 表 
示 i 所 在 的 等 价 类 , 即 i= {mEZlm 志 i(modn)). 而 {0,1,2,…,n 一 1} 是 Z 对 于 
上 述 模 m 同 余 关 系 的 一 个 完全 代表 系 . 

以 ZZ 表示 上 述 个 等 价 类 组 成 的 集合 .在 Z。 上 定义 加 法 : 

a+b=a+b. 

由 同 余 式 基本 性 质 可 知 这 个 加 法 运算 是 可 以 定义 的 , 即 与 等 价 类 (或 叫 模 n 同 余 
类 ) 中 代表 元 的 取 法 无 关 ,并 且 Z, 对 于 这 个 运算 形成 交换 群 , 么 元 素 是 0, 这 叫 整 
数 模 n 加 法 群 . 

如 果 Z。 中 定义 乘法 


ab = ab, 
则 Z, 对 此 乘法 是 含 么 交换 半 群 , 么 元 素 为 .由 于 等 式 45=I 相当 于 同 余 式 wb 三 
1(modn). 从 初等 数论 知道 ,对 于 给 定 的 a, 存 在 b 满足 ab 三 1(modn) 的 充 要 条 
件 是 (a,n)=1. 从 而 & 对 于 上 述 乘 法 可 逆 的 充 要 条 件 是 (a,n)=1. 

设 (M,，) 是 含 么 半 群 ,我 们 以 UCM) 或 者 M* 表示 半 群 M 中 可 逆 元 素 全 体 . 

定理 若 (M,' ) 是 含 么 半 群 , 则 (U(CM),' ) 是 群 . 

证 明 由 1 让 =1lw 可 知 1=1wEUCM). 若 apEUCM), 则 ay,b 均 可 逆 , 易 
知 ba 是 ab 的 逆 元 素 ,从 而 abE U(CM). 因 此 。 是 U(CM) 上 的 二 元 运算 . 这 运 
算 在 UV(CM) 中 当然 也 满足 结合 律 , 于 是 (U(M),. ) 是 含 么 半 群 .由 于 UCM) 中 每 
个 元 素 a 均 可 道 , 从 而 4 E M 也 可 道 (因为 e 是 a™! 的 逆 ), 因 此 a-1EU(M). 从 
而 UCM) 中 每 个 元 素 在 UCM) 中 均 可 道 .根据 定义 ,UCM) 为 群 .证 毕 . 

于 是 ,由 前 面 的 例子 便 知 : 

(a) 全 体 n 阶 可 北 复 方 阵 形成 乘法 群 ,叫做 复数 上 的 n 次 一 般 线性 群 ,表示 成 
GL(n,C) .同样 有 群 GL(n,R),GL(n,Q) 等 . 

(b) 设 4 为 非 空 集合 ,4 到 自身 之 上 的 所 有 一 一 对 应 对 于 合成 运算 形成 群 ， 
叫做 集合 4 上 的 对 称 群 或 全 置换 群 ,表示 成 SC4), 其 中 元 素 ( 即 4 到 A4 的 一 一 对 
应 ) 叫 做 集合 4 上 的 置换 . 

(c) 设 n 为 正 整 数 ,a 为 整数 a 的 模 n 同 余 类 . 则 集合 

Z*: = {a| (a,n) = 1} 
对 于 乘法 形成 阿 贝尔 群 .这 个 群 有 p(n) 个 元 素 ,其 中 p(n) 是 1 到 n 中 与 n 互 素 
的 整数 个 数 (9(n) 叫 欧 拉 函数 ). 
设 G 是 群 . 若 集合 G 有 限 , 称 G 为 有 限 群 ,否则 叫 无 限 群 .车 有 限 群 G 共有 
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n 个 元 素 , 则 G 叫 n 阶 群 或 叫 n 元 群 ,n= |G| 叫 有 限 群 G 的 阶 . 

为 了 考查 各 种 群 之 间 的 联系 ,我 们 要 研究 群 之 间 的 映射 .但 是 群 不 仅 是 集合 还 
有 运算 ,所 以 我 们 需要 映射 与 群 运算 保持 协调 .确切 地 说 : 

定义 5 设 (G,*) 和 (G',。) 是 两 个 群 .映射 f:G 一 G' 叫 做 群 G 到 群 G' 的 同 
态 ,是 指 对 4a,b€ G， 

flab) = fla)。f(b) ( 简 记 成 f(ab) = f(a)f(b)). 

此 外 , 若 卫 又 为 单 射 或 满 射 , 则 三 分 别 叫 单 同 态 或 满 同 态 . 如果 同 态 f 是 一 一 对 应 ， 
则 称 了 是 群 G 到 群 G 的 同 构 .这 时 , 称 群 G 和 G 是 同 构 的 ,表示 成 G 实 G' 或 者 
f:G3TG6.. 

彼此 同 构 的 群 具 有 完全 相同 的 群 结构 .在 群 论 中 , 同 构 的 群 认为 本 质 上 是 同一 
个 群 ,我 们 更 主要 的 是 研究 本 质 不 同 的 群 之 间 的 联系 ,所 以 , 同 态 是 群 论 中 更 重要 
的 研究 手段 . 

例 6 考虑 映射 

det:GL(n,C)—C°*,， Ar> adet A. 

即 把 每 个 n 阶 可 北 复 方 阵 A 映 成 它 的 行列 式 det A (这 是 非 零 复数 ). 由 于 
det(AB) = (detA)(det B), 可 知 det 是 乘法 群 同 态 ,并 且 易 知 这 是 满 同 态 . 当 n 之 2 
时 ,这 不 是 单 同 态 . 

例 7 设 n 为 正 整 数 .C= {ew 10<a<n 一 1). 则 C。 中 个 复数 形成 乘法 
群 (| n 次 单位 根 群 ). 作 映 射 

fiCr > (Zi,+), ea 


fle se)= fle )=atb=a+b 
= fe ) few). 


所 以 f 是 群 同 态 ,显然 f 是 一 一 对 应 ,从 而 f 为 群 同 构 . 
如 果 n 宇 3. 考虑 以 点 O 为 中 心 的 正 n 边 形 (图 1 为 正六 边 图 1 
形 ). 设 G, 是 以 O 为 中 心 将 此 正 n 边 形变 成 自身 的 旋转 群 .如 果 


用 a 表示 递 时 针 旋 转 360 , 则 G。 = {1,0,07,…,0"!) (注意 a" =1=o0). 不 难看 


出 , 群 G, 与 前 面 的 群 Cu,Z。 均 同 构 . 尽 管 它们 分 别 来 自 几何 ,代数 或 者 数论 ,但 是 
它们 本 质 上 是 同一 个 群 , 即 有 同样 的 群 结构 . 

群 G 到 自身 的 同 态 ( 同 构 ) 叫 群 G 的 自 同 态 ( 自 同 构 ). 以 Aut(G) 表 示 群 G 
的 自 同 构 全 体 , 请 读者 验证 它 对 于 合成 运算 为 群 ,其 么 元 素 为 G 上 的 恒 等 自 同 构 


9. 


则 
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( 即 恒 等 映射 ). 对 于 群 G 决定 出 它 的 自 同 构 群 Aut(G)( 即 确定 G 的 全 部 自 同 构 
并 刻画 出 Aut(G) 的 群 结构 ) ,是 群 论 的 一 个 基本 问题 . 

例 8 考虑 整数 加 法 群 (Z,+). 设 太 :Z-~ 乙 是 乙 的 自 同 态 . 则 必然 有 0) =0， 
大 -站 = 一 Fn)( 习 题 15). 从 而 若 fl) = 1tEZ, 则 F(2)= FL+1)= GD) +f(1) 
=t+1=2t. 用 数学 归纳 法 即 知 对 每 个 正 整 数 n,，f(n)=nt, 从 而 (一 n)= 
一 nt, 不 难看 出 如 此 定义 的 映射 是 加 法 群 乙 的 自 同 态 .将 此 自 同 态 记 成 .不同 的 
t 对 应 不 同 的 自 同 态 .因此 乙 的 自 同 态 ( 含 么 半 群 ) 为 { 太 |rEZ)}. 

自 同 态 f, 的 像 为 {tn|nEZ). 从 而 f, 为 自 同 构 信 {tn|n€E2Z}=Zt= +1. 
因此 Aut(Z) = {及 ,f-1)( 二 元 群 ). 其 中 么 元 素 户 为 恒 等 自 同 构 ,而 三; 为 自 同 构 
n Fr 一 站 .Aut(Z) 中 群 运算 是 六 :三 ;= 广 . 


习 题 


1. 令 和 是 所 有 nXn 上 三 角 非 奇异 复方 阵 的 集合 ,P 是 主 对 角 线 上 的 元 素 都 
是 1 的 上 三 角 方 阵 的 集合 ,运算 定义 为 矩阵 的 乘法 . 试 证 N 和 P 都 是 群 . 

2. 令 G 是 实数 对 (a,b)，a 关 0 的 集合 .在 G 上 定义 

(a,b)(c,d) = (ac,ad + b). 
试 证 G 是 群 . 

3. 令 Q 是 任意 一 个 集合 ,G 是 一 个 群 ,99 是 0Q 到 G 的 所 有 映射 的 集合 . 对 
任意 两 个 映射 ,gE Q5, 定 义 乘 积 fg 是 这 样 的 映射 :对 任意 a€ 0,f8(a) = 
f(a)g(a). 试 证 29 是 群 . 

4. 令 G 是 所 有 秩 不 大 于 r 的 nXn 复方 阵 的 集合 , 试 证 在 矩阵 的 乘法 下 G 成 
半 群 . 

5. 举 出 一 个 半 群 的 例子 , 它 不 是 含 么 半 群 ;再 举 出 一 个 含 么 半 群 的 例子 , 它 不 
是 群 . 

x6. 设 G 是 一 个 半 群 .如 果 

(1) G 中 含有 左 么 元 e, 即 对 任意 aEG,ea=ai 

(2) G 的 每 个 元 素 a 有 左 逆 4-1, 使 得 Q-1a = e. 试 证 G 是 群 . 

*7. 设 G 是 半 群 .如 果 对 任意 a, bE G ,方程 xa = b 和 方程 ay=b 在 G 内 有 
解 , 则 G 是 群 . 

*8. 设 G 是 一 个 有 限 半 群 ,如 果 在 G 内 消去 律 成 立 , 即 由 ax = ay 或 xa = ya 可 
推出 x=y, 则 G 是 群 . 
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9. 设 G 是 含 么 半 群 ,a，bE G. 
(1) 如 果 a 有 逆 元 素 @-1, 则 a 1: 也 有 逆 元 素 且 (a-1)-1= ai 
(2) 如 果 a 和 b 都 具有 逆 元 素 , 则 ab 也 有 逆 元 素 , 且 
(ab)- = ba-1. 
*10. b 是 含 么 半 群 G 中 元 素 a 的 逆 元 素 当 且 仅 当 成 立 
aba=a 和 ab*a=1. 
*11. 令 G 是 n 阶 有 限 群 ,a1,4as,…,an 是 群 G 的 任意 n 个 元 素 , 不 一 定 两 两 
不 同 . 试 证 :存在 整数 p 和 q, 1<pq<n, 使 得 
QpQprl…Q9 = 1. 
*12. 在 偶数 阶 群 G 中 ,方程 x* =1 总 有 偶数 个 解 . 
*13. 令 G 是 nn 阶 有 限 群 ,S 是 G 的 一 个 子 集 ,15| 之 n/2. 试 证 :对 任意 g€G， 
存在 a,，bE5S 使 得 g=ab. 
14. 设 f:G 一 日 是 群 的 同 态 . 试 证 : 
f(16) = ln 且 对 任意 x € G,f(x-1) = f(x)71. 
15. 对 任意 CE G,a rra :是 群 G 的 自 同 构 当 且 仅 当 G 是 阿 贝尔 群 . 
*16. 求 有 理 数 加 群 Q 的 自 同 构 群 Aut(Q). 
* 17. 证 明 有 理 数 加 群 Q 和 非 零 有 理 数 乘法 群 Q* 不 同 构 . 
18. 证 明 : 
(1) 有 理 数 加 群 Q 和 正 有 理 数 乘法 群 Q' 不 同 构 ; 
(2) 实数 加 群 R 同 构 于 正 实数 乘法 群 R* . 
*19. 群 G 的 自 同 构 a 称 为 没有 不 动 点 的 自 同 构 ,是 指 对 G 的 任意 元 素 8 天 1， 
% 8) 天 8. 如果 有 限 群 G 具有 一 个 没有 不 动 点 的 自 同 构 a 且 a? =1, 则 G 一 定 是 奇 
数 阶 阿 贝 尔 群 . 


1.3 子 群 和 陪 集 分 解 


定义 1 设 (G,* ) 为 群 .4 为 G 的 子 集 .如 果 (4,。 ) 为 群 , 则 称 4 为 G 的 子 
群 ,表示 成 4<G. 此 外 , 若 A 隆 G, 则 称 4 为 G 的 真子 群 ,表示 成 A 二 G. 

例如 ,对 每 个 群 G ,一 元 群 {16} 以 及 G 自身 均 是 G 的 子 群 ,它们 叫做 G 的 平 
凡 子 群 . 


sb 
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为 了 验证 子 集 4 是 否 为 群 G 的 子 群 ,只 需 验 证 4 对 于 G 中 的 运算 形成 群 , 即 
只 需 验证 以 下 三 点 ， 

(1D) lcoE4; 

(2) a€ A 二 a 1E A( 即 4 中 每 个 元 素 对 于 G 中 运算 的 道 元 素 均 在 4 中 ); 

(3) a,bE A 过 abE€ A( 即 G 中 运算 也 是 A 中 二 元 运算 ). 根据 这 个 方法 不 难 
验证 下 面 例 子 中 的 子 群 . 

例 1 对 每 个 非 负 整 数 n, nZ= {na|a€2Z) 是 整数 加 法 群 Z 的 子 群 , 当 n 宇 1 
时 ,这 些 子 群 均 与 Z 同 构 . 

例 2 以 SL(n,C) 表 示 行 列 式 为 1 的 n 阶 复方 阵 全 体 , 它 是 一 般 线 性 群 
GL(n,C) 的 子 群 ,叫做 特殊 线性 群 . 

设 G 为 群 ,A4, B 为 G 的 子 集 ,a€ G. 今 后 记 

aA= {ax|x€A}, Aa= {xalxE€ A}, 
A'={al|la€A}, AB= {abla€ A,beB). 

引 理 1 设 G 是 群 ,4 过 G. 定 义 G 上 的 关系 为 :对 于 g, hE€G, g~h 己 
8h 1E A. 则 一 是 G 上 的 等 价 关系 ,并 且 元 素 8 对 此 等 价 关系 的 等 价 类 是 Ag. 

证 明 (1) 对 每 个 gE G, 由 于 gg-!=1E€ A, 从 而 g~g.(2) 若 g~h, 则 gh-! 
ES4, 由 于 4 是 子 群 ,从 而 Ng = (gh-') "1E A, 于 是 h~g.(3) 若 g~h, h~1， 
则 gh !， hl"?E A. 因 此 g1"1= (gh 1)(h1"!1)E A. 于 是 g~1. 综 上 所 述 , 即 知 一 
为 G 上 的 等 价 关 系 . 

进而 ,g~h 镶 gh 1=a-1€ A 辣 h=agE€ Ag. 从 而 ,与 g 等 价 的 元 素 全 体 为 
集合 Ag, 证 毕 . 

由 引 理 1 可 知 , 群 G 分 拆 成 形 如 Ag 的 一 些 集合 ,每 个 等 价 类 Ag 叫做 G 对 于 
子 群 4 的 右 陪 集 .如 果 R={g;|i€E7) 是 G 对 于 上 述 等 价 关 系 的 完全 代表 元 系 ， 
则 它 通常 叫做 G 对 4 的 右 陪 集 代表 元 系 .于 是 有 分 拆 

G = (两 两 不 交 的 并 )， 


这 叫 G 对 子 群 4 的 右 陪 集 分 解 . 其 中 右 陪 集 个 数 为 |R| ,表示 成 [G : A]. 如 果 R 
为 有 限 集 , 则 [G : 4] = | R | 是 正 整 数 , 若 R 是 无 限 集 , 则 记 成 [G : 4] = %. 
[LG : 4] 叫 做 子 群 4 对 于 群 G 的 指数 . 

类 似 可 定义 群 G 对 于 子 群 4 的 左 陪 集 分 解 ( 左 陪 集 形式 为 g4) 并 且 4 对 于 
这 两 种 分 解 在 G 中 有 相同 的 指数 (习题 8,9). 

作为 陪 集 分 解 的 应 用 ,现在 证 明 群 论 中 第 一 个 重要 的 数量 结果 . 

定理 1( 拉 格 朗 日 (J.Lagrange) 定 理 ) 设 G 为 有 限 群 ,4 志 G. 则 
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1G1=141:[6:A4j, 
特别 地 , G 的 每 个 子 群 的 阶 都 是 G 的 阶 的 因子 . 
证 明 人 
6G=U% (两 两 不 交 的 并 ). 


对 于 a, bE 4, 由 消去 律 可 知 a 闫 b 久 ag 取 bg. 从 而 ,对 每 个 gE€ R, |Ag|=1A1. 
由 右 陪 集 分 解 式 即 知 
1G1= 飞 141= 忆 141=141.1RI=141.[G:4]. 
8ER BER 

拉 格 朗 日 定理 是 群 论 中 简单 而 有 用 的 定理 .例如 :一 个 6 阶 群 只 能 有 1,2,3,6 
阶 子 群 ,不 能 有 4 阶 或 5 阶 子 群 .又 如 ,素数 阶 群 只 有 平凡 子 群 . 

拉 格 朗 日 定理 还 有 一 个 重要 的 推论 . 设 8g€ G , 若 存在 正 整 数 ”使 得 8" =1, 则 
满足 此 式 的 最 小 正 整数 n 叫做 8 的 阶 ,并 且 称 g 是 有 限 阶 元 素 .例如 ,1e 是 1 阶 元 
素 . 如 果 不 存在 正 整数 使 得 g" = 1, 则 称 g 是 无 限 阶 元 素 .有 限 群 G 中 每 个 元 素 
均 是 有 限 阶 元 素 , 这 是 因为 : 考虑 集合 {8, 8g， 8 ，…). 由 于 G 有 限 , 从 而 有 
0 二 m 二 n, 使 得 g"=g", 于 是 8g""=8"g8 "=g8"g "=1. 而 nm 为 正 整 数 , 因 
此 ,8 为 有 限 阶 元 素 . 

定理 2 设 G 是 有 限 群 , 则 G 中 每 个 元 素 8 的 阶 均 是 | G| 的 因子 . 

证 明 由 上 所 述 知 g 是 有 限 阶 元 素 . 设 g 的 阶 为 n, 则 1= g",g'，,…,8”' 是 
G 中 个 不 同 的 元 素 , 而 g" = 1. 不 难看 出 它们 形成 G 的 一 个 n 阶 子 群 A, 于 是 ， 
由 定理 1 即 知 n=|4| 为 |G1 的 因子 .证 毕 . 

设 gE G，g 的 阶 为 n. 若 对 某 个 整数 m，g”=1, 则 由 整数 集合 上 的 欧 几 里 得 
带 余 除法 即 知 n|m. 

作为 定理 2 的 应 用 ,我 们 来 确定 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 数 .首先 有 : 

引 理 2 若 群 G 中 每 个 元 素 g8( 天 e) 的 阶 均 为 2, 则 G 是 阿 贝尔 群 . 

证 明 设 a, bE€G, 则 a?=b?=1, abab = (ab)*=1. 于 是 ,a(abab)b= 
a*1*。b=ab. 但 是 ,a(abab)b=(aa)ba(bb)= ba, 即 ba = ab. 证 毕 . 

引 理 3 p( 素 数 ) 阶 群 G 均 是 阿 贝尔 群 ,并 且 均 同 构 于 整数 模 p 加 法 群 zw 

证 明 根据 定理 2, 对 于 每 个 1 关 g€ G，g 的 阶 为 p, 于 是 {1,8,8*，…,8?，}) 
是 G 中 pp 个 不 同 元 素 .但 是 |G1=p, 于 是 G= {1,8,g*，,…,8”'). 这 显然 是 阿 贝 
尔 群 (gigi=g'"i=g/*'= gi 8g'). 由 于 8?=1, 易 知 f:G->Z,，g' 1 i 是 群 的 同 
构 . 证 毕 . 

这 个 引 理 表 明 ;对 于 每 个 素数 P，P 阶 群 本 质 上 只 有 一 个 , 即 Ze 
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现在 可 以 证 明 : 

引 理 4 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 数 是 6. 

证 明 由 引 理 3 知 2,3,5 阶 群 均 是 阿 贝尔 群 .1 元 群 显然 是 阿 贝尔 群 .考虑 4 
元 群 G. 由 定理 2, G 中 元 素 8 天 1 的 阶 只 能 是 2 和 4. 如果 G 中 有 4 阶 元 素 g, 则 
G= 11,8,8 ,8 )} 宕 Z, ,从 而 是 阿 贝尔 群 .否则 , G 中 每 个 g 取 1 的 阶 都 是 2, 由 引 理 
2 可 知 它 也 是 阿 贝尔 群 .这 就 证 明了 4 阶 群 均 是 阿 贝尔 群 .最 后 ,以 Ss 表示 集合 
11,2，3) 的 对 称 群 ( 即 (1,2,3} 的 全 部 置换 形成 的 群 ), 它 是 6( = 3x 2) 元 群 ,S。 = 
{7,(12),(13),(23)，(123)，(132)}. 由 于 (12)(13) = (132) 尖 (123) = (13) 
《12), 从 而 Sa 不 是 阿 贝尔 群 .因此 ,最 小 非 阿 贝尔 群 的 阶 数 是 6. 证 毕 ， 

定理 3 设 g 和 /为 群 G 中 元 素 . 


(DD) 车 g 是 n 阶 元 素 , 则 对 每 个 正 整 数 mm,g” 的 阶 是 ten? 


C2) 车 gh= ie, 元素 8 和 h 的 阶 为 m 和 n，, 并 且 (n,m) =1， 则 gh 的 阶 
为 nm. 
证 明 (1) 令 g” 的 阶 是 N. 由 于 
(8 = (8 wm = 1 (注意 n/Cm,n), m/(m,n) € 2)， 


从 而 NIG * 另 一 方面 ,由 gw = (g")* =1, 可 知 n|mN, 于 是 一 | 


(m,n) 


m n CR n i 
(Cm, 历 入 "但 是 高 , 和 tm, 友 扎 素 ,因此 Te)1N. 因 此 N=: 


(2) 设 gh 的 阶 为 N. 由 于 gh = hg, 从 而 (gh)"” = gmh"m =(g")"(h")"=1, 
因此 N|nm. 另 一 方面 ,由 (1) 知 g” 的 阶 为 m/(n,m)=m, 又 g"=g"h"= (gh)", 
从 而 8" 的 阶 为 N/Cn,N). 于 是 m= N/(n,N), 即 m|N. 同 样 地 ,n|N. 由 于 m 
和 nn 互 索 ,从 而 mn|N. 于 是 N= nm .证 毕 . 

定理 4 设 G 为 有 限 群 ,4，B<G. 则 

(1) 14B1=14|1 .1B8MI4mBl; 

(2) 车 A<BS<G, 则 [G : 4]=[G : BJLB : A]; 

(3) [G:4nB]<rc :4][cGc : B]. 进 而 ,车 [LG : 4] 和 [G : B] 互 素 , 则 
[G :ANB]=[G : 4J[G : B] 且 4B= G. (注意; 车 4 和 B 为 G 的 子 群 , 易 知 
4 站 3 也 是 G 的 子 群 .) 

证 明 (1) 集合 4B 显然 是 一 些 陪 集 4D (beE B) 的 并 ,而 B 是 一 些 陪 集 
(4 门 B)b(bE B) 的 并 .但 是 ,对 于 b, b’'E B, 有 

Ab=AbSbbieASbbpieANB 
*。14 。 
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(ANBb= (ANB)b.. 
所 以 ,上 述 两 种 分 解 中 陪 集 个 数 是 一 样 多 , 即 
14B1/141=1B81/1I4mnBIl， 
这 就 证 明了 (1). 
(2) 设 G 对 子 群 B 的 陪 集 分 解 为 


G=U Bg n=[G : B]. 
B 对 子 群 A 的 陪 集 分 解 为 
B=U Ab, m=[B8:A]. 


则 6G=U U Abigj ,如果 Abig; = Abrgr (1<i,i<<m,1<j,j’<n), 则 brgy 
gj 1b71E A, 从 而 gjgj1E br1Abi 导 B. 因 此 Bgj = Bg ,所 以 j=j .从 而 brbi*€ 
4， 即 Ab; = Abi， 而 这 又 得 出 i = i. 这 就 表明 , 当 (i, 门 关 (i,j) 时 , Abigj 和 
Abigy/ 是 G 对 A 的 不 同 陪 集 .于 是 
[G :A]= mn = [G :BJB: A]. 

(3) 对 于 b,b'EB, 由 于 

(ANBbz(ANB)b' Sbb! ¢ ANB>bb! ¢ A>Ab@z Ab”. 
可 知 [B : ANMmB]<[LG : 4]. 从 而 

[G:ANB]=[G:B]B:ANMB]<ILG: BILG:A]. 

另 一 方面 ,由 上 式 知 [G : BJI[G : ANmBj. 同 样 有 [G : 4]I[G : A 站 BJ. 由 于 
[G : 8] 和 [G : 4] 互 素 ,所 以 [G : B][G : 4]1[G : 4 站 B]. 于 是 必然 有 


[c:4nB]=[Gc : 4][G : 8], 即 |1GHMI4naBI = TraT 从 而 1 | = 


] 介 有 请. 但 是 ,由 GD 知 481 = | 他 请 赋 ,四 此 14B1= 1Gl, 即 48 = G、 
证 毕 ， 


定义 2 设 4 和 B 是 群 G 的 两 个 子 集 . 如 果 存 在 8E G 使 得 8 :48 = B, 则 称 
A 和 B 共 思 - 

不 难看 出 , 群 G 的 子 集 之 间 的 共 堪 关系 是 等 价 关系 .每 个 等 价 类 叫做 共 力 类 . 
易 知 |g-!Ag| = |A|, 从 而 彼此 共 思 的 集合 有 相同 的 势 数 .又 若 4 是 G 的 子 群 , 易 
知 8g-!Ag 也 是 G 的 子 群 ,叫做 4 的 共 轿 子 群 .从 而 .G 的 所 有 子 群 也 分 成 一 些 共 
斩 类 .元 素 8 -:ag 叫做 a 的 共 声 元 素 . 

定义 3 设 M 是 群 G 的 子 集 . 则 
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No(M)= {gE€EG|g'Mg= M)} 
是 G 的 子 群 (为 什么 ?) ,叫做 M 的 正规 化 子 .又 令 
Co(M)= {gE€EG|g iag=a,Va€ M). 
由 于 8 ~!'ag = a 相当 于 ag = ga, 从 而 Co(M) 即 是 G 中 与 M 中 每 个 元 素 均 可 换 的 
元 素 全 体 .这 也 是 G 的 子 群 ,叫做 M 的 中 心 化 子 .因此 Co (G) 中 元 素 就 是 与 G 
中 每 个 元 素 均 可 交换 的 那些 元 素 ,这 叫做 G 的 中 心 元 素 ,而 子 群 CCG) = Co(G) 
叫做 G 的 中 心 . 于 是 :G 为 阿 贝尔 群 人 入 G = CC(G). 所 以 ,C(G) 的 大 小 反映 了 群 
G 的 交换 性 程度 .又 由 定义 知 Co(M) 三 No (M). 并 且 对 每 个 元 素 a€ G，, Co (a) 
= Nela). 
定理 5 设 M 是 群 G 的 子 集 , 则 与 M 共 罗 f 的 子 集 个 数 等 于 [G : No CM)]. 
证 明 与 M 共 斩 的 子 集 有 形式 8-: Mg(gE G). 但 是 
8g Mes= 8Mg © gg "Meg = M 
© gg € No(M) 
© No(M)g = No(M)g’. 
从 而 M 的 共 红 子 集 数 等 于 G 对 Ne(M) 的 陪 集 个 数 .证 毕 . 
系 设 a€G, 则 与 a 共 固 的 元 素 个 数 等 于 [G : Co(a)]. 
由 这 个 系 及 定理 5 可 推出 下 面 有 益 的 结果 : 
定理 6 设 p 为 素数 ,n 三 1, G 为 p" 阶 群 . 则 |C(G)| 二 1, 即 G 有 非 平 凡 ( 即 
不 为 1) 的 中 心 元 素 . 
证 明 设 r=1C(G)|. 由 于 1EC(G), 从 而 r1. 令 CCG) ={a ye) 
由 定义 知 :4 为 G 的 中 心 元 素 全 只 有 a 自身 与 a 共 示 .所 以 ,将 G 分 拆 成 共 配 元 
素 类 的 并 时 ,每 个 中 心 元 素 a; (1<i<r) 均 自 成 一 类 ,而 其 余 共 罗 类 中 元 素 个 数 均 
多 于 一 个 .但 是 ,由 定理 5 的 系 可 知 每 个 共 胰 类 的 元 素 个 数 均 是 p" = | G | 的 因子 . 
所 以 


PP =1+1+…+1+pa+pa+… (ni… 过 1). 
es 


7 个 
因此 r+ 二 0(mod p). 但 是 r 之 1, 从 而 |C(G)| =7r 宇 p, 这 就 表明 存在 (至 少 p 一 1 
个 ) 不 为 1 的 中 心 元 素 .证 毕 . 

我 们 已 经 证 明 过 4 阶 群 是 阿 贝尔 群 . 现在 可 以 证 明 : 

定理 7 对 每 个 素数 p，p? 阶 群 G 均 是 阿 贝尔 群 . 

证 明 设 1 关 a€ G, 则 a 的 阶 为 p 或 者 p?( 拉 格 朗 日 定理 ). 如 果 G 中 存在 p? 
阶 元 素 g, 则 G = {1,g,g?,…,g”-!} 是 阿 贝尔 群 ( 同 构 于 Zr ) .否则 ,每 个 元 素 
4 天 1 均 是 p 阶 元 素 .由 定理 6 知 G 中 存在 中 心 元素 a 关 1, 而 a 阶 数 是 p, 从 而 子 
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群 A= {1,a,…,a?-!} 中 每 个 元 素 均 是 中 心 元 素 .由 于 |G|= p*, |A1=p, 所 以 ， 
G 中 有 元 素 bE A ,而 b 的 阶 也 为 p ,不 难 证 明 : A,Ab,Ab?*,…,Abr! 是 G 对 A 
的 全 部 陪 集 (车 Ab" = Ab”", 0<n<m<p-14, 则 b""*€h, 1<m-n<p-l1， 
由 于 m 一 n 和 p 互 素 ,而 b 的 阶 为 p, 即 知 hE 4, 蔬 盾 ), 因 此 G= {a"b"|0<n， 
m 二 p 一 1). 由 于 a" 为 中 心 元 素 . 所 以 

(a"b™) ab"’)= a"(b"™a"’)b”"’ = a"a"’b"b™’ 

= Qnrbmrm = (a"b™)(a"b”). 

这 就 表明 G 是 阿 贝尔 群 .证 毕 . 


习 题 


1. 试 证 群 G 的 任意 多 个 子 群 的 交 仍 是 G 的 子 群 . 

2. 设 4 是 群 G 的 非 空子 集 . 试 证 4 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 任意 ay,bEA， 
ab EA4( 这 也 相当 于 44 = A). 

3. 设 4 是 群 G 的 有 限 子 集 , 则 A 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 任意 a, bE 有 Ah， 
ab€A. 

4. 设 A 和 B 分 别 是 群 G 的 两 个 子 群 . 试 证 :AUB 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 A 
B 或 BA. 利 用 这 个 事实 ,证 明 群 G 不 能 表 成 两 个 真子 群 的 并 . 

5. 设 A,B 是 群 G 的 两 个 子 群 . 试 证 : 

AB 二 G 当 且 仅 当 4B = BA. 
6. 设 4,，B 是 群 G 的 两 个 子 群 且 G= AB. 如 果子 群 C 包含 A, 则 
C=A(BNMO. 
*7. 设 4 和 B 是 有 限 群 G 的 两 个 非 空子 集 . 若 
141+|1B|>iG|, 

则 G= AB. 

8. 试 证 : 群 G 可 以 分 解 成 它 的 子 群 A 的 互 不 相交 的 一 些 左 陪 集 gA(gE€G) 的 
并 (G 对 A 的 左 陪 集 分 解 ). 

9. 如 果 R 是 群 G 对 于 子 群 A 的 右 陪 集 代表 元 系 , 则 尺 一 是 群 G 对 于 A 的 左 
陪 集 代表 元 系 . 

10. 设 AG， BG. 如 果 存 在 a, bE G, 使 得 Aa = Bb, 则 A=8B. 

x*11. 设 及 和 kK 分 别 是 有 限 群 G 的 两 个 子 群 . 试 证 : 
IHeK |=|HII|K:g'HeNK|. 
12. 设 A 是 群 G 的 具有 有 限 指数 的 子 群 . 试 证 :存在 G 的 一 组 元 素 81, gz， 
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…, 它 们 既 可 以 作为 和 在 G 中 的 右 陪 集 代 表 元 系 , 又 可 以 作为 A 在 G 中 的 左 陪 集 
代表 元 系 . 
13. 设 4a,b 是 群 G 的 任意 两 个 元 素 . 试 证 :a 和 a- 1，ab 和 ba 有 相同 的 阶 . 
x*14. 令 G=GL(n,C),P 是 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 1 的 nXn 上 三 角 方 阵 全 
体形 成 的 G 的 子 群 . 试 分 别 确定 Ne(P), Co(P) 和 PP 的 中 心 CC(P). 
*15. 试 证 有 限 群 G 的 一 个 真子 群 的 全 部 共 罗 子 群 不 能 覆盖 整个 群 G. 结论 对 
无 限 群 是 否 成 立 ? 
*16. 设 G 是 有 限 阿 贝尔 群 . 试 证 :8 对 应 到 g* 是 G 的 一 个 自 同 构 当 且 仅 当 k 
和 |G| 互 素 . 
%*17. 设 G 是 奇数 阶 有 限 群 ,aEAut(G) 且 a?=1. 令 
G1={g€Gla(g)=g8}, G1={g€G|a(g) = 8-). 
试 证 :G= G1G1 且 GiNG-1=1. 
18. 设 G 为 群 .对 每 个 元 素 gE€ G, 如 下 定义 fo:G 一 G, 对 任意 xXE€G， 
fs(x)=g xg. 试 证 :fs 是 G 的 自 同 构 , 且 fs 是 恒 等 自 同 构 当 且 仅 当 g€ CCG). 
这 样 的 自 同 构 fs 称 为 G 的 内 自 同 构 . 


1.4 循 环 群 


设 G 为 群 ,$ 是 G 的 子 集 ,G 中 包含 5 的 最 小 子 群 4 叫做 由 $ 生成 的 子 群 , 表 
示 成 A4=(5)( 注 意 :车 4A! 和 A 是 包含 8 的 子 群 , 则 4: 门 As 也 是 包含 8 的 子 
群 ,从 而 包含 5 的 子 群 当中 确实 有 最 小 的 一 个 .事实 上 , 它 就 是 G 中 包含 5 的 所 有 
子 群 之 交 ). 显 然 对 5 中 每 个 元 素 4a, a 和 a-! 均 属于 4S), 从 而 对 a1,…,am€ SU 
5 时 ,ai…amE《S). 但 是 易 证 这 种 形式 的 元 素 之 着 与 积 仍 为 这 种 形式 的 元 素 ,所 
以 它们 形成 一 个 子 群 ,从 而 这 也 是 包含 5 的 最 小 子 群 .于 是 

($) = {a…an | 严 亿 0 a: € SU S11}. 
(这 里 当 m =0 时 理解 为 al…am=1.) 

如 果 群 G 自身 由 子 集 5 生成 的 , 即 G = (5), 则 称 8 是 G 的 一 个 生成 元 系 ,如 
果 G=《5) 并 且 S 是 有 限 集 , 称 G 是 有 限 生成 群 .特别 车 群 G 由 一 个 元 素 a 生成 ， 
即 G = (a), 称 G 是 循环 群 .循环 群 是 一 类 最 简单 的 群 ,本 节 研 究 这 种 群 的 性 质 
( 子 群 特性 ,生成 元 特性 以 及 确定 它们 的 自 同 构 群 ). 
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设 G = (a) 是 循环 群 .车 a 是 无 限 阶 元 素 , 则 …,a "ya 0 2 41， 
a =1,4a ,a ,…,a",… 是 彼此 不 同 的 元 素 , 全 体 即 是 G. 从 而 G 是 同 构 于 Z 的 无 
限 群 ( 同 构 可 取 为 f:G 他 Z,a"h=m). 如 果 a 是 有 限 阶 元 素 , 令 a 的 阶 为 nh 三 1, 我 
们 已 多 次 指出 , G = {1,a,a?,…,a"!}) 与 整数 模 n 加 法 群 Z, 同 构 .于 是 我 们 证 
明了 : 

定理 1 无 限 循环 群 同 构 于 整数 加 法 群 Z, " 阶 有 限 循 环 群 同 构 于 Z, .从 而 同 
阶 循环 群 彼此 同 构 ( 不 同 阶 循环 群 当然 不 同 构 ). 

根据 这 个 定理 ,n 阶 循环 群 本 质 上 只 有 一 个 , 即 样板 为 Z( 当 n= %m 时 ) 或 Z,. 
由 于 Z 和 Z, 是 初等 数论 的 主要 研究 对 象 ,所 以 循环 群 的 各 种 性 质 ( 及 其 证 明 ) 不 
过 是 初等 数论 中 整数 和 同 余 性 质 的 群 论 令 述 形式 . 先 谈 循环 群 的 子 群 . 

定理 2 循环 群 的 子 群 均 是 循环 群 . 详 言 之 , 设 G = (a) 是 循环 群 . 

(1) 若 G 是 无 限 循环 群 , 则 对 每 个 正 整数 m,G 恰 有 一 个 指数 为 m 的 子 群 
Gm = 《a"), 并 且 它 们 和 {1} 是 G 的 全 部 子 群 ; 

(2) 车 G 是 n 阶 有 限 循环 群 , 则 对 n 的 每 个 正 因 子 m,G 恰 有 一 个 指数 为 m 


的 艺 阶 子 群 G = (a"》, 并 且 它们 是 G 的 全 部 于 群 . 


证 明 设 矿 是 G= (a) 的 子 群 .不 妨 设 五 天 {1). 令 m 是 满足 a”"E HH 的 最 小 
正 整 数 . 易 知 对 每 个 整数 n, a"EH 号 mln. 于 是 有 = (a")=G，. 并 且 当 a 为 
无 限 阶 元 素 时 ,[G : Gm]= m. 这 就 证 明了 (1). 若 a 是 n 阶 元素 , 则 m|n( 设 n= 
mq+r, 0<r<m-1, q€2Z. 由 于 a"€EH 可 知 a’=a"” m=(a"m)-?EH. 由 mm 
的 极 小 性 可 知 r =0, 即 mln). 于 是 n= mq. 从 而 H= Gn = {1,a”",a”",， 
4 Dm"). 这 是 9g= n/m 阶 循环 群 ,从 而 [G : Gn]=|1G1/|1Gn|=n/q=m( 注 意 
Gn = {1)). 这 就 证 明了 (2). 证 毕 . 

设 G= (a) 为 n 阶 循环 群 . 拉 格 朗 日 定理 是 说 ,G 的 每 个 子 群 的 阶 t 必 是 n 的 
因子 .定理 2 表明 拉 格 朗 日 定理 的 逆 也 成 立 , 即 对 于 n 的 每 个 正 因子 1,G 恰好 有 
(一 个 )t 阶 子 群 (a™')， 

定理 3 设 G=(a) 是 循环 群 . 

(1) 若 G 为 无 限 循环 群 , 则 G 的 生成 元 只 有 a 和 a ; 

(2) 若 G 为 n 阶 有 限 循环 群 , 则 G 的 生成 元 共有 ?Cn) 个 ,它们 是 a*(1<k 过 
n,(k,n)=1). 

证 明 (1) 显然 (a"')= (a) = G. 另 一 方面 ,由 于 [G : 《a*)]= |n|, 可 知 
a")=G On=+l1. 
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(2) 根据 1. 3 节 的 定理 3, 由 于 a 的 阶 为 n, 从 而 a* 的 阶 是 n/(k,n). 于 是 
《a*)=G 合 a* 的 阶 为 n 名 n=n/(k,n) 电 (k,n)=1. 证 毕 . 

最 后 我 们 确定 循环 群 的 自 同 构 群 . 设 G= (a), f;:G 一 G 是 G 的 自 同 构 . 令 
f(a)=a", 则 f(G)= (a")= G. 从 而 当 G 是 无 限 循环 群 时 必然 mm = 土 1( 定 
理 3). 当 f(a)=a 时 ,f(a”")=a”", 因 此 这 是 恒 等 自 同 构 . 当 f(a) = a-! 时 ， 
f(a”")=a-"( 对 每 个 mE2Z), 这 也 是 G 的 自 同 构 .所 以 Aut(G) 是 二 元 群 .如 果 
G 是 n 阶 有 限 循环 群 , 则 (a”") = G 今 (m,n)=1( 定 理 3). 当 (m,n)=1 时 ,直接 
验证 

fn:G-—>G, fn(a')= am (对 每 个 0 过 1 过 nn -1) 
是 群 的 同 态 ,并且 由 上 述 知 f 是 满 同 态 .由 于 记 把 n 元 集合 G 映 到 nn 元 集 G 之 
上 ,由 fm 是 满 同 态 即 知 f 也 是 单 同 态 (为 什么 ?) ,于 是 f 是 同 构 . 当 0 过 mm 夭 大 二 
nl 时 ,fm(a)=a" 关 a* =fi(a), 可 知 fm 隆 fi. 从 而 G 共有 p(n) 个 自 同 构 
{fnll<m<n, (m,n)=1). 由 于 (fn * fm) (a) =fn(a™)=a"™ = fm (a), 
于 是 fm，。fm = fmm. 由 此 即 知 Aut(G) 同 构 于 Z 中 乘法 可 逆 元 构成 的 乘法 群 
Zi ,这 是 p(n) 阶 阿 贝 尔 群 . 


习 题 


1. 试 证 :满足 方程 x" =1 的 复数 解 集 在 通常 乘法 下 是 一 个 n 阶 循环 群 . 

2. 证 明 : 群 G 没有 非 平 凡 子 群 的 充分 必要 条 件 是 G= {1} 或 G 是 素数 阶 特 
环 群 . 

3. 试 证 :有 理 数 加 群 Q 不 是 循环 群 ,但 它 的 任意 有 限 生成 的 子 群 都 是 循环 群 . 

4 设 a 和 b 是 群 G 的 元 素 , 阶 数 分 别 是 nn 和 m,n,m)=1 且 ab= ba. 试 证 
《ab 是 G 的 mn 阶 循环 子 群 . 

5. 在 n 阶 循环 群 G 中 ,对 n 的 每 个 正 因子 m, 阶 为 m 的 元 素 恰好 有 9(Cm) 
个 ,由 此 证 明 等 式 部 ?Cn) = 


%*6. 设 G 是 一 个 有 阶 有 限 群 .车 对 nn 的 每 一 因子 m,G 中 至 多 只 有 一 个 mm 阶 
子 群 , 则 G 是 循环 群 . 
7. 真子 群 M 称 为 群 G 的 极 大 子 群 ,如 果 不 存 在 G 的 子 群 B 使 得 MB 二 G. 
试 确定 无 限 循环 群 的 全 部 极 大 子 群 . 
* 8, 如 果 有 限 群 G 的 极 大 子 群 M 是 唯一 的 , 则 G 是 素数 军阶 循环 群 . 
9 举 一 个 无 限 群 的 例子 , 它 的 任意 阶 数 不 为 1 的 子 群 都 具有 有 限 指数 . 
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x 10. 设 已 是 一 个 素数 ,G 是 方程 x? 二 1, x? =1，…，xP =1,… 的 所 有 根 在 复 
数 乘法 下 的 群 . 试 证 G 的 任意 真子 群 都 是 有 限 阶 的 循环 群 . 


1.5 正规 子 群 、 商 群 和 同 态 定理 


在 以 上 几 节 我 们 讲 了 一 些 群 论 中 的 定量 结果 ( 拉 格 朗 日 定理 是 典型 例子 ). 本 
节 主 要 目的 是 研究 群 论 中 定性 结果 一 一 同 态 基本 定理 . 它 是 研究 群 的 最 基本 也 是 
最 重要 的 一 个 工具 , 先 谈 正规 子 群 和 商 群 . 

设 是 群 G 的 子 群 ,G = 【JNa 是 G 对 于 NN 的 陪 集 分 解 .以 5 表示 全 体 右 陪 
集 构成 的 集合 , 即 G = {Na | a E€ R}. 我 们 希望 将 集合 G 赋 以 群 的 结构 .最 自然 的 
运算 是 定义 (Na)(Nb) = Nab. 但 首先 遇 到 的 问题 是 :如 此 定义 运算 是 否 可 行 ? 因 
为 若 取 Na 和 Nb 中 另 一 组 代表 元 a 和 b'( 即 Na = Na’,，Nb = Nb') ,是 否 Na'b’= 
Nab? 如 果 不 然 ,那么 上 述 运算 是 不 能 定义 的 . 

上 面 的 要 求 相 当 于 :对 每 个 a € Na，b'E Nb , 均 要 Na'b = Nab. 这 也 相当 于 
要 求 NaNb = Nab, 即 NaN = Na. 或 者 写成 NaNa := N, 而 这 又 相当 于 要 求 
4aNa SN( 对 aEG). 由 此 式 得 出 NCa-!Na( 对 每 个 a€ G). 这 也 相当 于 NS 
aNa (对 每 个 aE G) .于 是 要 求 Na -1 = N( 对 每 个 aeE G). 换 句 话说 ,我 们 要 求 
NN 是 G 的 自 共 思 子 群 , 即 只 有 N 自身 是 NN 的 共 斩 子 群 . 

定义 群 G 的 子 群 N 叫做 G 的 正规 子 群 ,是 指 对 每 个 gE€ G, 8g-1Ng = N. 如 
果 六 是 G 的 正规 子 群 , 则 表示 成 N4 G. 

引 理 1 设 和 是 G 的 子 群 . 则 下 列 条 件 彼此 等 价 : 

() NdG; 

(2) 对 于 每 个 g€ G, gN = Ng; 

(3) Nae(N)=G; 

(4) G 对 于 的 每 个 左 陪 集 均 是 右 陪 集 . 

证 明 由 8 -Ng=N 全 Ng=8SN 可知 (1) 和 (2) 等 价 .由 于 子 群 N 的 共 纯 子 群 
个 数 为 [G : NecCN)](1.3 节 定理 5), 从 而 NdG 全 [G : NeCN)]=1 局 G= 
Ne(CN). 所 以 (1) 和 (3) 等 价 . 由 (2) 显 然 推出 (4). 最 后 证 (4) 全 (2) :对 gEG, 由 (4) 
知 有 g EG 使 得 gN= Ng' .由 于 1EN, 从 而 8=8g .1ENg'. 因 此 Neg= Ne'=8SN. 
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这 就 证 明了 (2) .证 毕 . 

设 NqCG. 令 5= Na=aN. 我 们 可 以 在 集合 G={alaE€ G} 上 定义 二 元 运算 : 
a b=ab. 这 个 运算 的 可 定义 性 是 因为 :车 a” =a, b =b, 即 a'N=aN, b'N= 
bN. 则 

ab’ = a'b'N = a'b'NN = a'Nb'N = aNbN = 6. 
不 难 验证 G 对 此 运算 形成 群 , 么 元 素 为 1=1* N= N. 而 (z)-: = 4. 我 们 把 群 
G 叫做 群 G 对 正规 子 群 N 的 商 群 ,表示 成 G = G/N. 如 果 G 是 有 限 群 , 则 
IG/NI=IG:N|=|IGI/IN|. 

现在 讲 本 节 最 主要 的 结果 . 

定理 1( 同 态 基本 定理 ) 设 f:G -> G 是 群 的 同 态 . 则 Imf =f(G) 是 G' 的 
子 群 ,Kerf=f"1(1)={g€GIf(g)=1} 是 G 的 正规 子 群 .并 且 有 群 同 构 

f:G/Kerf ~ Imf, fl8) = f(g). 

Imf 和 Kerf 分 别 叫 做 同 态 f 的 像 和 核 . 

证 明 先 证 Imf 为 G' 的 子 群 .显然 le = f(1c)EImf. 车 a’,b'EImf, 则 有 
4a，bE G 使 得 Fa)=a f(b)=b'. 于 是 (a) -1=f(a)-1=f(a-')EImf, a’b’ 
=f(a)f(b)= f(ab)€1mf. 这 就 表明 Imf 是 G' 的 子 群 . 

再 证 Kerf/<<G. 不 难看 出 Kerf 过 G. 进 而 ,对 每 个 g€G, a€ Kerf， 

flg ag) = f(g fa)flg) = f(g) Te1. fg)=1. 
因此 g ag€ Kerf. 从 而 g-'(Kerf)gKerf. 类 似 可 知 g(Kerf)g-'CCKerf, 即 
KerfCg '(Kerf)8g. 从 而 Kerf = g-!'(Kerf)g (对 每 个 gE€G). 这 就 表明 
Kerf4G. 
现在 定义 映射 
f:G/Kerf —> Imf, f(g) = f(g) (对 每 个 g € G/Ker 几 ). 
首先 要 说 明 映 射 了 的 可 定义 性 , 即 与 8 = g(Ker 了) 中 代表 元 选取 无 关 . 因 若 g'€ 
8(Kerf), 则 g'=gk, kEKerf. 于 是 f(g )=f(g)=f(gk)=f(8)f Ck) = f(g) 
= 了 (8). 其 次 , 易 证 了 为 群 的 同 态 : 
fg.g)= f(ge)= f(gg)= f(g): f(g) = f(g) .78"). 
再 证 了 是 满 同 态 :对 每 个 a EImf, 有 aE G 使 得 f(a)=a’. 于 是 Ha)=f(a)= 
4 .最 后 证 了 是 单 同 态 .车 4,bEG/Kerf (a,b€EG), 并 上 且 了 Ca)= 了 C5), 则 f(a) 
=f(b). 于 是 f(a 1b)=f(a)"1f(b)=1. 从 而 a-!ib€ Kerf. 于 是 a(Kerf)= 
b(Kerf). 即 4 =b. 综 合 上 述 , 便 知 了 :G/Kerf>Imf 是 群 的 同 构 .证 毕 . 
定理 中 给 出 的 了 叫做 正则 同 构 .如 果 将 了 看 成 G/Kerf->G', 则 这 是 单 同 态 ， 
叫 正则 ( 单 ) 同 态 . 
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系 设 f:G 一 G' 是 群 的 同 态 . 则 

(1) 了 为 单 同 态 舍 Kerf= {1}); 

(2) 若 f 为 满 同 态 , 则 有 (正则 ) 同 构 了 :G/Kerf 仿 G”. 

证 明 (1) 若 了 为 单 同 态 , 则 Kerf=f7!1(16 ) 只 能 包含 一 个 元 素 16, 即 Kerf 
= {1). 反 之 ,车 Kerf={1), 则 当 a, bE€G 时 ,f(a)=f(b)=>f(a 1b)=1>a'b 
EKerf={1})>a-!1b=1=>a=b. 于 是 f 为 单 同 态 . 

(2) 由 同 态 基本 定理 推出 .因为 这 时 Imf = G“. 

今后 我 们 要 反复 使 用 同 态 基本 定理 .为 了 研究 各 种 群 之 间 的 联系 ,我 们 要 善于 
构 作 和 发 现 不 同 群 之 间 的 同 态 .现在 先 举 两 个 简单 例子 . 

例 1 不 难 验证 f:2->Z,, f(a)=a 是 加 法 群 满 同 态 ( 这 里 z 是 整数 a 的 模 n 
同 余 类 ). 并 且 Kerf = nZ= {na|a€2Z). 于 是 我 们 得 到 加 法 群 同 构 Z/nZ 实 Z, .所 
以 整数 模 n 加 法 群 Z。 也 常常 写成 Z/mZ 的 形式 . 

例 2 映射 det:GL(n, C) 一 C* 是 乘法 群 的 满 同 态 , 它 把 每 个 n 阶 可 逆 复 方 
阵 M 映 成 它 的 行列 式 det M, 从 而 

Ker(det) = {M € GL(n,C) | detM = 1} = SLCn,C). 
因此 SL(n,C)4GL(n,C) 并 且 GL(n,C)/SL(n,C) 同 构 于 非 零 复数 乘法 群 C* . 
定理 2 设 N4dG. 令 XN 是 商 群 G=G/N 的 全 体 子 群 组 成 的 集合 ,A={M | 
N 过 MG), 即 G 入 的 中 间 群 全 体 . 则 f:A=> .7,Mh= 开 = M/N 是 一 一 对 应 
(注意 N4G, N<M<G>N4 M). 并 上 且 对 MEh, M4G M4G. 
证 明 作 映 射 
h:N>h, MrgEG|eN= gE€M). 
请 读者 自 证 :当天 E 有时,h( 胃 )= {gE€Glg=gNE 有 及} 是 G 的 子 群 并 且 包 含 N， 
从 而 hh 是 从 太 到 .A 的 映射 .由 于 
fhM)= /f(g€EG|lgeNEM)=M (对 ME AM, 
hf(M) = h(M) = M (对 ME.0O， 
从 而 f 和 h 是 互 逆 的 映射 .因此 f 是 一 一 对 应 .进而 M4 G 全 8 1M8g = M( 对 每 个 
gE0)Og 1!Mg= 肝 (对 每 个 8g€G) 兮 肝 4G. 证 毕 . 
例 3 我 们 确定 所 有 的 4 元 群 .前 面 已 知 4 元 群 G 必 是 阿 贝尔 群 , 从 而 G 的 
”每 个 子 群 都 是 正规 的 .车 G 有 4 阶 元 素 , 则 G 衬 Z (循环 群 ). 否则 每 个 a€ Ga 
尖 1) 的 阶 均 为 2. 取 aEG, a 隆 1, 则 a?=1, 即 a=a 1.(a) 为 G 的 2 阶 子 群 .从 
而 = G/(a) 为 2 元 (循环 ) 群 , 令 G={1, 5}, 1=(a),b=bla)={b,ba). 由 1 
冯 6 可 知 b 儿 《a), 即 b 承 1, b 承 4. 但 是 bE G 也 是 2 阶 元 素 .显然 46 =a*6b=I 
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“b=b, 从 而 ab 关 1, 即 ab 关 1, ab 关 4, 又 由 a 关 1 可 知 ab 关 b. 因 此 ab 就 是 G 
中 除了 1,a,b 之 外 的 第 四 个 元 素 , 即 G = {1,4a,b,ab). 其 中 a?=b?,ab= bo， 
《ab)?=1. 这 个 群 叫做 克 莱 因 (Klein) 四 元 群 , 记 成 K. 它 显然 与 Z, 不 同 构 ,因为 
Z4 中 有 4 阶 元 素 而 Ks 中 没有 4 阶 元 素 .或 者 :Ks 中 有 三 个 2 阶 子 群 (a),(b)， 
《ab), 而 Zs 中 只 有 一 个 2 阶 子 群 .这 就 表明 4 阶 群 本 质 上 只 有 两 个 :Ks 和 ZZ. 

设 Z = (8), 则 商 群 K,/(a) 和 Z4/(g?) 均 是 2 阶 子 群 ,从 而 彼此 同 构 .这 个 简 
单 的 例子 表明 : 设 N 和 N' 分别 是 G 和 G 的 正规 子 群 .如果 N 兰 N'， 
G/N 衬 G'/N', 我 们 不 能 推出 G 兰 G“. 

作为 同 态 基本 定理 的 应 用 ,我 们 再 给 出 两 个 同 构 定理 . 

定理 3 设 N4G, H<G. 则 

(HN NAH, NANHS<G, ¥HENH/NSH/HNN.. 
证 明 由 NG 可 知 Ng=gN( 对 每 个 gE HH), 从 而 NH= PN. 于是， 
NED (CNH)™! = (NF) (HN!) = (NH) (HN) 
= N(HEDN = NHN = NNH = NH. 
因此 NHS<G (参见 1.3 节 中 习题 2). 由 于 N4G, NCNHCSG, 可 知 NdNH. 考 
虑 映射 
f:H>NH/N, hrrh= Nh. 
易 知 这 是 群 的 满 同 态 . 并且 对 每 个 hEH， 
PE Kerf Sfh=Nh=I=NOhENSGhEHNN. 
于 是 Kerf= HNN, 从 而 HNN4 五 .并 且 由 同 态 基本 定理 的 系 可 知 H/HNN 过 
NH/N. 证 毕 . 


定理 4 设 N4G, M4G,N<M, 则 G/M 人 GAN (注意 ;由 定理 2 知 


一 AM/LN 
M/NA G/N; 由 NdG, N<M NA M). 

证 明 设 f:G/N 一 G/M， gN +r> 8M. 首 先 说 明 这 个 映射 可 以 定义 : 若 gN = 
8N(C8,8EG), 则 8-18'ENSM, 即 8 8 EM, 于 是 gM = 8M. 进 而 , 矿 显然 是 
满 同 态 .最 后 ,对 于 g€ G， 

SNEKerfOgM= MOgEMGO ENE MN. 


从 而 Kerf= M/N. 于 是 由 同 态 基本 定理 的 系 便 知 生 线 衬 G/M. 证 毕 . 
习 题 


1. 令 G 是 实数 对 (a,b) ,ae 天 0 带 有 乘法 
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(a,b)(c,d) = (ac,ad + b) 

的 群 . 试 证 :KK ={(1,b);bER} 是 G 的 正规 子 群 且 G/K 衬 R* .这 里 及 是 实数 集 
合 ,R* 是 非 零 实数 的 乘法 群 . 

2. 设 G 是 群 ,N<M<=G. 

(1) 如 果 NdG, 则 NdM; 

(2) 如 果 NqM,N 是 否 一 定 是 G 的 正规 子 群 ? 

3. 试 证 群 G 的 中 心 C(G) 是 G 的 正规 子 群 . 

4. 试 证 群 G 的 指数 为 2 的 子 群 一 定 是 G 的 正规 子 群 . 

5. 设 NdG,M 是 G 的 子 群 且 N<M, 则 No(M)/N= Na( 肌 ). 这 里 忆 = 
G/N, M= M/N. 

6. 设 f:G 一 日 是 群 同 态 ,MG. 试 证 f-1(f(M))= KM, 这 里 K=Kerf. 

7. 设 M 和 NN 分 别 是 群 G 的 正规 子 群 .如 果 MIN= {1}), 则 对 任意 a€ M， 
bE€EN, ab= ba. 

8. 设 f:G 一 H 是 群 同 态 .如 果 g 是 G 的 一 个 有 限 阶 元 素 , 则 f(g8) 的 阶 整除 8 
的 阶 . 

9. 设 N4dG,g 是 群 G 的 任意 一 个 元 素 .如 果 g 的 阶 和 |G/N| 互 素 , 则 8 
EN. 

10. 如 果 G/C(G) 是 循环 群 , 则 G 是 阿 贝 尔 群 . 

11. 群 G 的 非 平凡 子 群 N 称 为 G 的 极 小 子 群 ,如 果 不 存在 子 群 B 使 得 {1}) 二 
BN. 试 证 : 

(1) 整数 加 群 乙 没 有 极 小 子 群 

* (2) 有 理 数 加 群 Q 既 没 有 极 小 子 群 也 没有 极 大 子 群 . 

12. 用 1(G) 表 示 G 的 全 部 内 自 同 构 组 成 的 集合 . 试 证 TCG)<Aut(G) 且 

1(G) 衬 G/C(G). 内 自 同 构 的 定义 参见 1.3 节 习题 18. 
%*13. 老 群 G 不 是 Abel 群 , 则 G 的 自 同 构 群 不 是 循环 群 . 


1.6 置 换 群 


除了 同 态 基 本 定理 ,研究 群 的 另 一 个 重要 手段 是 群 在 集合 上 的 作用 ,或 者 说 成 
是 群 的 置换 表示 , 即 一 个 给 定 群 到 某 个 置换 群 上 的 同 态 .为 此 ,我 们 在 本 节 中 介绍 
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有 限 集合 上 置换 群 的 基本 知识 . 
我 们 说 过 ,集合 三 到 自身 之 上 的 每 个 一 一 对 应 e 叫做 上 的 一 个 置换 .如 果 
= {a1,…，,an} 是 有 限 集 ,这 个 置换 可 以 表示 成 
本 al Q2 Cn 
olay) olas) … (Can 小 
两 个 置换 的 乘积 定义 成 它们 作为 到 映射 的 合成 (这 仍 是 集合 上 的 置换 ), 即 
车 o 和 + 是 上 两 个 置换 , 则 置换 or 定义 为 
(oar)(ai) = olrt(ai)) (<i<n). 
例如 
Ql a2 43 “(9 a2 a3 st] Q2 43 的 
a a3 a 2/\04 ld3 442 al Q2 44 03 al 
而 置换 o 的 逆 则 为 c 作为 到 映射 的 逆 , 即 
r= ola2) … 和 
ai 让 


以 SCZ) 表 示 上 全 部 置换 构成 的 集合 ,这 是 一 个 n! 元 群 ,n = | 了 |. 么 元 素 是 恒 
等 置换 

_ [a aa … an 

pe 


SCZ) 叫 集合 5 上 的 对 称 群 , 它 的 每 个 子 群 均 叫 集合 5 上 的 置换 群 . 

设 呈 和 5 是 两 个 有 限 集合 ,如 果 |5|=|3 |=n, 易 知 5(5) 和 SCS) 同 构 , 从 
而 可 以 谈 n 元 集合 上 的 对 称 群 ,表示 成 S .而 5， 的 每 个 子 群 均 叫 n 元 集合 上 的 置 
换 群 . 

一 个 置换 车 把 上 个 不 同 元 素 an ,ai ，…95 分 别 映 成 ai ,a ，… ai van , 则 
这 件 事 写成 (ai as …ai ) ,叫做 是 一 个 长 为 + 的 轮换 .不 难看 出 ,每 个 置换 均 可 写 
成 一 些 给 换 的 乘积 ,使 得 不 同 轮 埃 中 没有 公共 元 素 .例如 (1 22455 
6). 长 为 1 的 置换 往往 略 去 不 写 , 即 上 式 通常 记 为 (23)(456). 由 于 不 同 轮换 中 没有 
公共 元 素 , 这 些 轮换 的 次 序 可 任意 改变 ,例如 (23)(456) = (456)(23). 如 果 不 计 这 
种 次 序 ,那么 每 个 置换 可 唯一 表 成 没有 公共 元 素 的 一 些 轮 换 之 积 . 

长 为 2 的 轮换 叫 对 换 . 例 如 (ab) 即 是 把 a 变 为 b 而 把 b 变 为 a( 其 余 元 素 不 
变 ). 每 个 轮换 可 表 成 一 些 对 换 之 积 : (a1a2…as) = (aian)(aian-i) (aaaz). 所 
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以 每 个 置换 总 可 表 成 有 限 个 对 换 之 积 .这 种 表达 式 (甚至 对 换 的 个 数 ) 显 然 不 唯一 . 
但 是 ,一 个 熟知 的 事实 是 :同一 个 置换 以 多 种 方式 表 成 对 换 之 积 时 ,其 所 含 对 换个 
数 的 奇偶 性 是 不 变 的 . 表 成 奇 ( 偶 ) 数 个 对 换 之 积 的 置换 叫做 奇 ( 偶 ) 置 换 . 显然 ,两 
个 奇 置换 或 两 个 偶 置换 之 积 是 偶 置 换 , 一 个 奇 置换 与 一 个 偶 置 换 之 积 是 奇 置 换 .所 
以 当 n 宇 2 时 考虑 映射 
f :Sn 一 { 土 1) (右边 为 二 元 乘法 群 ). 

其 中 大 偶 置 换 ) = 1,f( 奇 置换 ) = - 1. 则 由 上 述 可 知 这 是 群 同 态 . 当 mn 之 2 时 由 
f(D=1, f((a1az))= 一 1, 可 知 了 是 满 同 态 .Kerf 是 全 体 偶 置换 构成 的 子 群 叫 做 
nn 元 集合 上 的 交错 群 A, ,从 而 4。 是 5 的 正规 子 群 ,并 且 [S。: A,]=2, 14,|= 
n1/2( 当 nm 之 2 时 ). 

现在 谈 群 $5, 和 A， 的 生成 元 系 . 

定理 1 将 5 看 作 是 {1,2,…,n) 上 的 对 称 群 , 则 n 宇 2 时 , (12), (13),…， 
(1n) 是 S。 的 一 个 生成 元 系 . 

证 明 由 于 每 个 置换 均 是 有 限 个 对 换 之 积 ,而 当 i 关 j,i 关 1, j 关 1 时 ， 
(= (DU)(QD). 证 毕 . 

定理 2 当 nn 之 3 时, 全体 长 为 3 的 轮换 形成 A 的 一 个 生成 元 系 . 

证 明 设 o 冯 1 是 偶 置换 , 则 o 是 偶数 个 对 换 之 积 .从 而 只 需 证 任意 两 个 对 换 
之 积 可 用 长 为 3 的 轮换 表示 即 可 .对 于 t= (ij)(rs)(i 关 j,r 关 5). 如 果 (ij)=(r 
5), 则 t=1. 如 果 j=r,i 关 5s, 则 t= (js 门 .如 果 i,j,r，,s 两 两 不 等 , 则 t= (ris) 
(ij7). 证 毕 . 

现在 研究 S。 中 元 素 的 共 轿 分 类 . 设 sz€ 5, , 设 将 c( 唯 一 地 ) 表 示 成 没有 公共 
元 素 的 轮换 之 积 . 如 果 其 中 长 为 r 的 轮换 共有 4, 个 (1<rn). 则 称 置换 o 的 型 
为 142%…n* .例如 Sz 中 的 置换 (123)(45) 的 型 为 2:31 49 5?697?. 当 X41=0 时 
( 即 c 中 没有 长 为 i 的 轮换 ) ,i”: = i? 可 上 略 去 .例如 前 面 o 的 型 为 1? 2! 31. 

定理 3 ”对称 群 5, 中 两 个 置换 共 孝 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 型 . 

证 明 设 o 和 o 是 5。 中 两 个 置换 . 如果 o 和 o' 共 轿 , 则 存在 rE 5 使 得 
0 = tor 1, 将 o 表示 成 无 公共 元 素 的 轮换 之 积 : 

a=(ab…c)…(aB…7y)， 
则 
oj=ror-1=(r(a)r(b)…r(c))…(Cr(a)r(B)…r(y)). 
这 是 因为 
(ror 1)(r(a)) = (ro)(a) = r(o(a)) = r(b). 

即 当 v 把 a 变 成 bp 时 ,ror :把 r(e) 变 成 r(b), 于 是 “和 ce 有 同样 的 型 .现在 设 c 
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和 oa/ 有 同样 的 型 :a = (ab…c)…(aB…y),a = (a’b’'ec) (a By'). 
证 ， 
以 [1%2%… nm。 ] 表 示 S。 中 型 为 13 2%*…n* 的 全 部 置换 (1X1 + 2X2 + … + 
mw = nn) 组 成 的 共 e 元 素 类 ,下 面 列 出 5 的 所 有 共 思 e 元 素 类 : 
[1*]: 7( 恒 等 置 换 ). 
[122:]: (12), (13),(14), (23), (24), (34). 
[1:31]: (123), (132), (124), (142), (234), (243), 
(134), (143). 
[22]: (12)(34), (13)(24), (14)(23). 
[41]: (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), 
(1432). 
定义 ”只 有 平凡 正规 子 群 的 群 叫做 单 群 . 
例如 :素数 阶 群 Z, 是 循环 群 , 它 只 有 平凡 子 群 {1} 和 Z,, 从 而 是 单 群 .由 1.4 
节 定 理 2 知 元 素 个 数 大 于 1 的 阿 贝尔 群 是 单 群 的 充 要 条 件 是 它 为 素数 阶 (循环 ) 
群 .所 以 除了 一 元 群 和 素数 阶 (循环 ) 群 之 外 ,其 他 单 群 均 是 非 阿 贝尔 群 . 决定 全 部 
有 限 非 阿 贝尔 单 群 的 问题 具有 漫长 而 有 趣 的 历史 . 这 个 著名 群 论 问题 最 终于 1981 
年 才 完全 解决 .可 是 人 们 很 早 就 发 现 ， 
定理 4 当 n 之 5 时 ,交错 群 4。 是 单 群 . 
证 明 设 (1} 天 NdA4。, 我 们 分 几 步 证 明 N= A,. 
(1) N 中 必 包 含 一 个 元 素 是 长 为 3 的 轮换 .事实 上 , 设 1 天 cE N，, 并 且 v 将 
= {@iy…qn} 中 尽 可 能 多 地 元 素 保持 不 动 .我 们 证 明 o 恰好 变动 3 个 Qi ,从 而 必 
是 长 为 3 的 轮换 ,首先 ,a 至 少 变动 3 个 Qi (因为 只 变动 两 个 ai 的 为 对 换 , 而 对 换 
是 奇 置换 不 属于 4n). 现 在 把 o 写成 没有 公共 元 素 的 轮换 之 积 ,并 且 把 最 长 的 轮换 
写 在 左边 . 若 o 恰好 变动 4 个 Ci, 则 c= (ai az)(as a4). 由 于 之 5, 从 而 B= (as 
44 as)E A 而 gi=BaB 1 =(al as)(a4 as)EN, 于 是 ool=(as ai)(Ca as)= 
(as a4 q5)E N, 即 是 长 为 3 的 轮换 . 若 o 至 少 变动 5 个 Qi) 则 又 分 三 种 情形 考虑 : 
(a) o 包含 长 度 之 4 的 轮换 , 即 = (al aa a3 at)…. 取 有 = (ay ay ai)E 
An, 则 go1=BoB 1l= (G1 as ai am)…EN, 而 ji5 时 ,ac(Cai)=o(ai), 从 而 N 
中 aio 至 多 变动 4 个 ai, 这 与 o 变动 ai 个 数 的 极 小 性 矛盾 . 
(b) a 中 轮换 最 大 长 度 为 3, 则 o= (al az as)(as as…)…, 由 于 go 至少 变 动 5 
个 qi, 从 而 o 不 是 长 为 3 的 轮 挨 . 因此 这 样 的 o 至 少 变动 6 个 qai. 取 =(az as 
44)EAn, 则 Gg1=BopB -=(al as at)(az as…)…EN, 而 NN 中 置换 oo-1 至 多 变 
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动 5 个 ai, 这 又 导致 矛盾 . 

(c) 设 o 是 一 些 对 换 之 积 :a= (al az)(as a4)…, 它 至 少 变动 6 个 ai. 取 = 
(as as a4)EAns 则 go1=BoB-!1=(al aa)(a4 az)…EN, 而 aoill(EN) 只 变动 4 
个 Qi 矛盾 .综合 上 述 , 可 知 N 中 包含 元 素 是 长 为 3 的 轮换 . 

(2) 再 证 :所 有 长 为 3 的 轮换 均 属于 N. 由 于 (1) 中 已 证 有 长 为 3 的 轮换 o 属 
于 N. 现 设 o 是 A 中 任意 一 个 长 为 3 的 轮换 ,由 于 c 和 co' 有 同样 的 型 ,从 而 有 rE 
5S， 使 s =Tr lor( 定 理 3). 若 rEA, 则 og EN. 若 r 攻 An, 即 工 为 奇 置换 ,由 于 nn 
过 5, 可 知 至 少 固定 两 个 文字 (不 妨 设 是 )al 和 a2. 令 B=(al az), 则 Bo=oB, 于 
是 (Br)-lc(Br)=r-18-1opBr=rrlor=o'. 而 BrEA4, 从 而 又 得 到 ao EN. 于 是 
NN 包含 所 有 长 为 3 的 轮换 . 

(3) 根据 定理 2, 全 部 长 为 3 的 轮换 生成 A,. 因此 N= A. 即 A， 为 单 群 
(nm 之 5). 证 毕 . 

系 当 n 宇 5 时 ,A。 是 S。 的 唯一 非 平 凡 正 规 子 群 . 

证 明 我 们 已 经 说 过 4。4d 5,. 另 一 方面 , 设 {1} 隆 N45,. 如 果 NA,, 则 
NA A, ,由 定理 4 知 N= 4,. 如 果 N 包含 奇 置 换 , 则 NM4.44, 并 且 4wN 
A, 宇 NAn/N= S/N(1.5 节 定理 3). 于 是 

INN A = NiN 

但 是 NN 站 A 4 A ,由 定理 4 知 NN 站 A, 为 4, 或 {1}. 若 NN 站 4, = A,, 则 |N|= 
2INNA11=21An|=n!, 从 而 N= 5,. 若 NN 站 A,= {1), 则 |N1=2. 易 证 n 之 5 
时 5, 不 可 能 有 2 阶 正规 子 群 .从 而 只 能 N= 5， 或 4,, 即 4, 是 5， 的 唯一 非 平凡 
正规 子 群 .证 毕 . 


习 题 
1. 把 置换 o=(456)(567)(761) 写 成 不 相交 轮换 的 积 . 
2. 讨论 置换 
1 2 a n 
= (, | ze 1) 
的 奇偶 性 . 


*3， 5。 中 型 为 1424…n 和 的 置换 共有 n!/ 作 X41i 个 ,由 此 证 明 
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二 = 二 
站 让 aa 
4. 设 o= (12…m) 是 Sn 的 一 个 全 轮换 , 试 证 Cs, (0) =《o). 
5. 试 证 一 个 置换 的 阶 等 于 它 的 轮换 表示 中 名 个 轮换 的 长 度 的 最 小 公 倍数 . 
6. 试 确定 54 的 全 部 正规 子 群 . 
7. 试 证 A4 没有 6 阶 子 群 . 
8. 试 证 : 当 n 之 3 时 ,C(S,)= {1}. 
9. 当 n 之 3 时 , 试 证 :n -2 个 3 轮换 (123),(124),…,(12n) 是 A， 的 一 组 生 


=1. 


成 元 ， 
10. 设 oi 和 vs 是 Sn 中 的 两 个 偶 置 换 , 如 果 ol 和 oz 在 S。 中 共 辑 ,它们 在 
An 中 也 一 定 共 思 吗 ? 

X11. 当 n 之 2 时 , 试 证 (12) 和 (123…n) 是 S。 的 一 组 生成 元 . 


1.7 群 在 集合 上 的 作用 


我 们 说 过 同 态 是 研究 群 之 间 关 系 的 基本 手段 .为 了 研究 一 个 群 G ,自然 希望 有 
一 些 理想 的 “样板 ” 群 作为 标准 ,然后 通过 研究 G 到 样板 群 的 各 种 同 态 来 把 握 G 的 
特性 .理想 的 样板 群 有 两 类 ,一 类 是 置换 群 , 另 一 类 是 矩阵 群 .一 个 群 G 到 置换 群 
的 同 态 叫 G 的 置换 表示 ,而 到 矩阵 群 的 同 态 叫 线性 表示 . 研究 群 的 线性 表示 是 群 
论 的 一 个 美妙 的 分 支 , 即 通常 所 谓 群 表示 理论 , 它 在 物理 、 化 学 .力学 等 许多 方面 都 
得 到 了 重要 应 用 .本 节 的 目的 是 介绍 群 的 置换 表示 理论 的 一 些 基本 知识 . 

设 三 是 一 个 集合 ,S(Z3) 是 5 上 的 对 称 群 , 群 G 到 SC(5) 的 每 个 同 态 f:G 一 
SCZ) 都 叫做 群 G 在 集合 上 的 一 个 置换 表示 .如 果 f 是 单 同 态 , 则 称 f 是 忠实 表 
示 . 这 时 ,对 于 G 中 不 同 的 元 素 g, f(g) 是 上 不 同 的 置换 . 群 G 借助 于 置换 表示 
作用 在 集合 之 上 ,也 就 是 说 ,元 素 gE G 在 集合 5 上 的 作用 看 成 是 置换 f(g8)， 
对 于 每 个 a€ 5, 定义 ga = f(g)a. 

设 x:G 一 S(5) 是 一 个 置换 表示 .在 上 定义 如 下 的 关系 :对 于 a, bE€ 5, a 
一 5 全 有 8EG, 使 得 ga=b. 

这 是 一 个 等 价 关系 ,因为 (1) x(16) 是 上 的 恒 等 置 换 ,从 而 对 每 个 a€ 3， 
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le .a=a, 即 a 一 ai(2) 如 果 a 一 5b, 则 有 gEG 使 得 ga=b, 于 是 g b=a, 即 b 
~a;(3) 车 a~b, b~c, 则 ga=b, hb=c, 其 中 8g, h€G, 于 是 (hg)a =c, 所 以 
a 一 c. ( 简 言 之 ,一 是 等 价 关 系 , 因 为 G 是 群 .) 

对 于 上 述 等 价 关系 ,2 中 元 素 a 所 在 的 等 价 类 是 [a]= Ga = {ga |g€G). 每 
个 等 价 类 叫 一 个 G- 轨 道 ,或 简称 轨道 .于 是 集合 分 拆 成 一 些 轨道 ,在 同一 一 轨道 
中 ,可 以 通过 某 个 g€ G 的 作用 将 其 一 个 元 素 变 为 另 一 个 元 素 ,而 不 同 轨道 中 的 两 
个 元 素 不 可 以 这 样 做 .如 果 G 在 5 上 的 作用 只 有 一 个 轨道 , 则 称 G 在 上 是 传递 
的 .显然 ,如 果 将 G 看 成 它 在 某 一 个 G- 轨 道上 的 作用 , 则 G 显然 是 传递 的 . 

例 1 设 G 是 群 , 取 5=G. 如 下 作 映 射 p:G 一 SC(G),P(g)a= ga，, 对 每 个 8， 
ae G. 也 就 是 说 ,对 于 gE G，p(8) 是 集合 G 上 如 下 的 置换 : 它 将 G 的 每 个 元 素 
a 变 成 ga.( 由 群 G 上 的 消去 律 可 知 2(8) 是 G 上 的 置换 . ) 由 于 

(o(g)p(8'))a = plg) (plg)a) = pl8)(ga) = ga = pl(g8 J) a, 
从 而 pCg)plg)=plgg), 即 0:G 一 S(G) 是 群 的 同 态 , 因 此 ,P 是 群 G 在 集合 G 
上 的 一 个 置换 表示 ,这 叫做 群 G 的 左 正则 表示 . 由 于 
gEKerpOga=a, YaEGHg= lo. 
于 是 2 为 单 同 态 , 即 左 正则 表示 是 忠实 的 . 
类 似 地 定义 
tr:G—>5(G), r(8)a=ag-1， 

由 tr(g)r(gYya=r(g)ag'-!=ag' -1g8 1=a(g8')!=t(g8 )a, 可 知 r 也 是 
一 个 群 同 态 .表示 + 叫做 G 的 右 正则 表示 ， , 它 也 是 忠实 的 . 

作为 正则 表示 的 应 用 ,我 们 有 : 

定理 1( 饥 莱 (Cayley))“ 每 个 群 均 同 构 于 某 个 置换 群 . 

证 明 .由 于 正则 表示 p( 或 者 +):G->5(G) 是 忠实 的 ,根据 同 态 基 本 定理 , G 
同 构 于 p(G) ,而 p(G) 是 集合 G 上 对 称 群 SCG) 的 子 群 ,从 而 CCG) 是 集合 G 上 
的 置换 群 .证 毕 . 

这 个 定理 充分 显示 出 置换 群 有 资格 作为 一 切 群 的 样板 群 .但 是 一 般 来 讲 ,集合 
G 太 大 ,我 们 希望 能 给 出 群 G 在 较 小 集合 上 的 置换 表示 . 因为 一 般 来 说 ,n= 
15| 愈 小 ,S$(5)= S。 的 子 群 愈 容易 研究 . 

例 2 设 HZG. 取 5={aHla€ G), 即 5 是 G 对 于 H 的 全 部 陪 集 aH 构成 
的 集合 ,定义 

Pa:G— S$(2), pa(g)(aH) = gaH, 
即 对 每 个 g€ G， Pn(8) 把 陪 集 aH 变 成 gaH. 这 是 集合 上 的 置换 ,并 且 Pn 是 群 
的 同 态 ,从 而 pn 给 出 G 的 一 个 置换 表示 ,叫做 群 G 对 于 子 群 酉 的 左 诱导 表示 . 
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由 于 
8EKerponr 合 gaH = aH, Ya€E GEOalgg€E H, Ya€EG 


SgEaHal, Yace GSg Eo. 
a€ 


从 而 Kerpn = 人 gHa ~! = 厂 的 所 有 共 示 子 群 的 交 

类 似 可 定义 G 对 于 子 群 及 的 右 诱导 表示 := {Hala€ G}, ry:G—>S(5)， 
tH(8)(Ha)= Hag!1. Kerrn 也 是 的 所 有 共 肛 子 群 的 交 . 

例 3 设 4 是 群 G 的 任意 子 集 . 取 卫 = {aha-! | ae G} ( 即 A4 的 全 部 共 罗 
子 集 ) .定义 

x:G— $5(5), x(g8)(aAa!') = 8a4a-18-1 = (ga)Al(ga)!, 
这 是 一 个 置换 表示 ,叫做 群 G 对 于 子 集 4 的 共 二 表示 .由 于 
8 E Kerr 兮 gaAa lg! = aAa!, Ya€E OG 
Salga€E Nc(A), Ya€EG 
SOgEaNco(A)a'!, Ya€e SoG. 
从 而 Kerx = aNo(A)a-!, 即 为 正规 化 子 NoCA) 的 所 有 共 二 子 群 的 交 . 

设 群 G 作用 于 集合 之 上 , 则 对 每 个 元 素 a€E 5, G。= {gEGlga=a) 是 G 
的 一 个 子 群 ,叫做 元 素 a 的 固定 子 群 . 

定理 2( 轨 道 公式 ) 设 有 限 群 G 作用 于 集合 5 上 ,a€5, 则 

1G1=1G。|1[o]|. 

证 明 作 G 对 子 群 G。 的 陪 集 分 解 ,G= gi G。 UsgGoU…UgG n=[G: 
Go 小 令 gia = ai, 1<i<n. 对 每 个 gE€ G, 则 有 唯一 的 i(1<i<n) 使 得 g€ 
8iGa, 令 g=8ih,hE Gs, 则 ga= giha=ai. 但 是 ai=a) 咏 gia = ga Og7 gia = 
87 81E G4 giGe = 81G。 全 1= 记 从 而 a1,4as,…,as 两 两 相 异 ,[a] = 
{41,42,…,4n} 是 nn 元 集合 , 即 

lI[aJl=n=[G : Go=1cl/1c。|. 
证 毕 . 

系 ， 设 有 限 群 G 作用 在 有 限 集 上 是 传递 的 , 则 对 于 每 个 aE Y， 

1G1=1G.1131. 

注意 :(1) 当 G 是 无 限 群 时 ,如 果 [G : G。J 有 限 , 则 |[a]| =[G : G。] 也 是 正 
确 的 . 

(2) 利用 例 3 的 共 元 表示 和 定理 2, 我 们 重新 得 到 前 面 所 证 的 : 设 A 为 群 G 的 
子 集 , 则 4 的 共 二 子 集 个 数 等 于 [G : No (A)]. 
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例 4 正二 边 形 的 对 称 群 (之 3). 

设 正 n 边 形 的 顶点 依次 为 1,2,…,n，, 通 过 平面 上 欧 氏 运动 和 反 转 将 正 n 边 
形变 成 自身 的 每 个 运动 叫做 该 正 n 边 形 的 一 个 对 称 . 全 体 这 种 对 称 自然 形成 一 个 
群 ,叫做 正 n 边 形 的 对 称 群 , 记 成 D， .我 们 来 决定 这 个 群 . 

DD， 中 的 元 素 显 然 是 正 n 边 形 n 个 顶点 的 一 个 置换 ,并 且 它 由 这 个 置换 完全 决 
定 , 所 以 我 们 可 以 把 D。 看 成 是 n 个 顶点 {1,2,…,n) 上 的 置换 群 .首先 , 绕 正 n 边 


形 中 心 0 逆 时 针 旋转 2 角度 是 D。 中 的 元 素 , 它 看 成 项 点 置换 则 为 = (123…n)， 


这 是 n 阶 元 素 .由 于 oi(1)=i+1(0<i<n 一 1), 所 以 D, 在 {1,2,…,n} 上 的 作用 
是 传递 的 .其 次 ,将 顶点 1 固定 的 对 称 一 共有 两 个 ,除了 恒 等 置 换 之 外 还 有 将 顶点 1 
保持 不 动 的 反射 


(2,n)(3,n — 1)°( 
r = 


nn 
2’2+2) ( 若 21m)， 
n+l 


3) (车 24 1). 

从 而 顶点 1 的 固定 子 群 是 2 阶 的 .根据 轨道 公式 便 知 | D, | =2n. 注 意 + 是 2 阶 元 
素 ,oir1(O<i 和 mn -1, 0<j<<1) 是 2n 个 不 同 的 对 称 ,它们 给 出 群 D, 的 全 部 元 
素 .这 个 群 的 运算 法 则 由 o" =1, rt?=1 和 ro =a 'r 完全 确定 . 

最 后 我 们 用 群 在 集合 上 的 作用 解决 一 些 群 论 问题 . 

引 理 1 设 G 是 2n 阶 群 ,21n, 则 G 必 有 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

证 明 考虑 G 的 左 正则 表示 Pp:G 一 S(G) = Szn. 由 于 P 是 忠实 表示 ,G 人 
0(G) ,因此 只 需 对 置换 群 p(G) 证 明 该 引 理 .注意 群 G 中 必 有 2 阶 元 素 8,8 天 1， 
82=1. 由 于 p(8)a 天 ay， P(g8)*?a=a，VYVaEG, 置 换 P(g8) 是 一 些 对 换 (a, P(g8)a) 
之 积 .G 共有 2n 个 元 素 ，, 从 而 P(g8) 是 nl 个 对 换 之 积 . 由 假设 几 是 奇数 ,D(8) 为 奇 
置换 .我 们 证 明了 群 C(G) 中 含有 奇 置换 ,从 而 Pp(G) 中 的 偶 置 换 构 成 了 P(G) 的 
指数 为 2 的 子 群 ,指数 为 2 的 子 群 必 是 正规 的 ,证 毕 . 

由 此 得 到 一 个 重要 的 : 

定理 3 设 G 为 有 限 群 ,1G| 宇 6 且 |G| 二 2(mod4), 则 G 不 是 单 群 . 

引 理 2 设 G 为 有 限 群 ,p 是 |G | 的 最 小 素 因 于 .如 果 NG,[G : Nj]= 
P, 则 NdG. 

证 明 考虑 G 对 于 子 群 N 的 诱导 表示 pw:G-Sp， Kerpw= [La -No<N， 
从 而 p=|G1/|N| 除 尽 |G1/|Kerpx|. 由 于 p?/p! =|1Sp|, 而 G/Kerpw 同 构 
于 5S, 的 一 个 子 群 ,因此 p? 除 不 尽 |G/Kerpn|. 另 一 方面 |G/Kerpn| 没 有 比 p 大 


wa 


(2,n)(3,n 一 1)…( 
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的 素 因子 ,由 对 的 假设 它 也 没有 上 比 pp 小 的 素 因 子 , 从 而 |1G/Kerpn| = p. 但 是 [G 
: N]=p 且 Kerpn 二 NN, 因此 N=Kerpn, 于 是 N4G. 证 毕 . 


习 题 


1. 设 G 作用 在 集合 互 上 ,对 任意 a, bE5, 若 存在 gE G 使 得 ga = b, 则 
G。= 8g G46g. 换 名 话说 , 间 一 轨道 中 元 素 的 固定 子 群 彼此 共 罗 . 

2. 求 正四 面体 , 正 立方 体 ,正八 面体 , 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 的 对 称 群 各 有 
多 少 元 素 ? 这 五 个 对 称 群 当中 是 否 有 同 构 的 (图 2)? 


了 正 立 方 体 a 
S \ 
史 他 


3. 设 群 G 在 集合 上 的 作用 是 传递 的 ,N 是 G 的 正规 子 群 , 则 号 在 N 作用 
下 的 每 个 轨道 有 同样 多 的 元 素 . 
*4. 设 群 G 作用 在 集合 号 上 . 令 1 表示 上 号 在 G 作用 下 的 轨道 个 数 , 对 任意 
8EG, f(g) 表 示 驻 在 g 作用 下 的 不 动 点 个 数 . 试 证 
Ze) =t|G|. 
et 
这 就 是 说 ,G 的 每 个 元 素 在 上 作用 平均 使 得 t 个 文字 不 动 . 
*5. 设 书 是 一 个 素数 ,G 是 p 的 方 鹤 阶 的 群 . 试 证 G 的 非 正规 子 群 的 个 数 一 定 
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是 p 的 倍数 . 

x 6. 令 G 是 一 个 单 群 ,如 果 存在 G 的 真子 群 吾 使 得 [G : H]<4, 则 |G1<3. 

x7. 设 再 是 无 限 群 G 的 一 个 具有 有 限 指数 的 真子 群 . 试 证 G 一 定 含有 一 个 有 
有 限 指 数 的 真正 规 子 群 . 

% 8. 试 证 全 线性 群 GLCn,C) 不 含有 指数 有 限 的 真子 群 . 

x 9, 令 G 是 阶 数 为 2"m 的 群 ,其 中 m 是 奇数 .如果 G 含有 一 个 2" 阶 的 元 素 ， 
则 G 含有 一 个 指数 为 2" 的 正规 子 群 . 

x10. 求 对 称 群 53 的 自 同 构 群 Aut(53). 

x 11. 设 a 是 有 限 群 G 的 一 个 自 同 构 . 若 a 把 每 个 元 素 都 变 到 它 在 G 中 的 共 谣 
元 素 , 即 对 任意 gE G，g 和 w(8) 共 辑 , 则 a 的 阶 的 每 个 素 因 子 都 是 | G | 的 因子 

x 12. 设 忆 是 |G| 的 最 小 素 因 子 . 若 忆 阶 子 群 4q4G, 则 4 委 C(G). 


1.8 西 罗 定理 


拉 格 朗 日 定理 是 说 : 若 有 限 群 G 的 阶 数 是 mn, 则 G 的 每 个 子 群 的 阶 都 是 n 的 
因子 . 反 过 来 ,对 于 n 的 每 个 因子 4，G 未 必 有 d 阶 子 群 .例如 我 们 已 知 60 阶 群 
As 是 单 群 , 它 没有 30 阶 子 群 ,因为 这 样 的 子 群 一 定 是 正规 的 .但 是 下 一 定理 表明 ， 
对 于 | G| 的 特殊 的 因子 d，G 必 有 4d 阶 子 群 .在 本 定理 以 及 以 后 许多 结果 的 证 明 
中 ,我 们 不 断 使 用 群 在 集合 上 的 作用 这 一 有 效 工具 . 

定理 1 设 p"||G|, 其 中 为 素数 .以 NCn) 表 示 G 中 阶 子 群 的 个 数 , 则 
N(p") 二 1(mod p). 特 别 地 ,如 果 p"11G|, 则 G 至 少 存在 一 个 p” 阶 子 群 

证 明 令 |G|=p'n. 以 号 表示 G 的 全 部 p' 元 子 集 组 成 的 集 族 , 则 |3| = 
CB .考虑 G 在 马上 的 如 下 作用 : 

p:G—>58(5), pl(gIM= Mg', Vg€EG,MES. 
驴 分 折 成 一 些 轨道 Ti 之 并 ， 
2=UT, 131= DITi|, ITil= [G6G:A), 
其 中 41= {gEGIM8-: = Mi) 是 轨道 Ti 中 任 一 元 素 Mi 的 固定 子 群 . 由 于 
MiA; = Mi，Mi 可 以 分 拆 成 


ki 
Mi = giAis gy EMi, 1<j<ki, 
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ki=|Mi|/1Ai|=p"/1A4i|. 于 是 |Ai|=p"i， rir. 和 如果 7;<r, 则 |Ti|=[G: 
Ai]=np"" 二 0(mod pn). 如 果 ri=r* 则 |T;| =n. 于 是 
Cr = 15|= D1 7,|= DITl=n 2 l(mod pn) 
1 ITiT=n 1TiT=n 


现在 计算 2 1, 即 长 为 n 的 轨道 Ti 的 个 数 .注意 | Ti | =n 壕 | Ai|=p' 坟 
ITil=n 


ki=1>Mi= gi Ai, 于 是 p' 阶 子 群 B;= giAigi! 与 M， 三 gihi 在 同一 轨道 Ti 之 
中 ,并 且 若 人 XE Ti, 则 Mg = Mi= Bigi， X= Bi8iB -1 所 以 轨道 Ti 中 几 个 元 素 即 
是 G 对 于 p' 阶 子 群 Bi 的 n 个 陪 集 . 注意 这 n 个 陪 集 中 除 B; 外 其 余 陪 集 不 包含 
1, 从 而 不 会 是 子 群 .这 就 表明 ,G 的 每 个 p" 阶 子 群 均 恰好 在 一 个 长 为 n 的 轨道 之 
中 . 于 是 并 ,1=NCp). 从 而 


Ca = nN(p’) (mod pn). 
这 个 同 余 式 对 任意 p'n 阶 群 G 均 成 立 ,特别 取 G 为 p'n 阶 循环 群 , 则 它 只 有 一 个 
P" 阶 子 群 ,代入 上 式 即 知 CUr 三 n(mod pn). 于 是 n 二 nN(p') (mod pn) 从 而 
N(p') 三 1(mod p). 证 毕 . 

定义 设 G 为 pmn 阶 群 ,其 中 p 为 素数 ,r 达 1, p/n, 则 G 的 每 个 p" 阶 子 群 
均 叫做 G 的 西 罗 (Sylow) p- 子 群 . 

定理 2( 西 罗 (Sylow)) 设 G 为 有 限 群 , 则 

(1) 对 |G| 的 每 个 素 因子 p, 均 存在 G 的 西 罗 p- 子 群 ; 

(2) G 的 西 罗 p- 子 群 彼此 共 办 ; 

(3) G 的 西 罗 p- 子 群 的 个 数 三 1 (mod p); 

(4) 设 P 为 G 的 一 个 西 罗 记 子 群 , 则 G 的 西 罗 户 子 群 的 个 数 为 
[G : NoCP)]. 

证 明 (1) 和 (3) 由 定理 1 直接 推出 ,由 (2) 容 易 得 到 (4) ,从 而 只 需 证 (2). 令 5 
是 G 的 所 有 西 罗 p- 子 群 构 成 的 集合 ,将 G 共 胰 作用 于 其 上 . 令 A 是 一 个 G- 轨 道 . 
取 PE 三 ,再 将 忆 共 罗 作 用 于 A 上 . A 分 拆 成 一 些 已 轨道 ,每 个 P- 轨 道 的 长 度 是 
1P|=p" 的 因子 .如 果 P'E A, 并 且 已 自身 组 成 一 个 已 轨道 , 即 xP%-!1= Pp’， Vx 
EP, 则 P<Ne(P ) 从 而 PP'<G. 但 是 | PP'|=|P||P'|/IPNP'| 仍 为 P 的 短 ， 
且 P<PP', 由 于 P 和 P' 均 是 西 罗 p- 子 群 . 故 必 已 = PP' = P'. 这 就 表明 当 PE A 
时 ,4 中 长 为 1 的 轨道 只 有 {P}, 从 而 |A| 三 1(modp). 当 PG A 时 ,A 没有 长 为 1 
的 轨道 ,从 而 |4| 二 0(modP). 这 两 种 情形 不 可 能 同时 发 生 , 所 以 只 能 是 所 有 西 罗 
P- 子 群 均 在 A 中 , 即 = 4, 换 句 话说 ,G 在 上 的 共 罗 作 用 是 传递 的 , 即 G 的 所 
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有 西 罗 产子 群 彼此 共 移 .证 毕 . 

系 1 设 素数 也是 |G| 的 因子 , 则 群 G 的 每 个 己方 票 阶 的 子 群 旭 均 包含 在 G 
的 某 个 西 罗 户 子 群 内 . 

证 明 仍 以 号 表示 G 的 全 部 西 罗 户 子 群 ,由 定理 2 可 知 |3| 三 1C(mod p). 将 
B 共 示 作 用 在 马上 ,每 个 B- 轨 道 的 长 度 是 |B| 的 因子 ,从 而 为 的 方 震 .由 |3| 三 
1(modp) 可 知 必 有 长 为 1 的 B- 轨 道 {P). 与 证 明定 理 2 的 (2) 一 样 可 由 此 推出 BP 
=P, 于 是 BS<P, 即 B 包含 在 西 罗 户 子 群 P 内 . 证 毕 . 

系 2 设 P 是 G 的 西 罗 太子 群 ,4 二 G, 且 No(P)<A, 则 No(A)= A. 

证 明 设 gENc(A), 则 8g-!Ag = A, 从 而 8g-!Pg 过 g-! Ag = 有 A, 由 于 
P<No(P) 过 A 志 <G, 从 而 PP 为 A 的 西 罗 户 子 群 .再 由 8 !Pg 作 A, |P|= 
lg-!'Pg|, 知 g-!Pg 也 是 A 的 西 罗 户 子 群 .由 定理 2 即 知 存在 QE Ah, 使 得 
a-1(g-1Pg)a=P, 即 gag€E No(P) 过 A. 于 是 gE A. 证 毕 . 

系 3( 弗 拉 梯 尼 (Fratini)) M4 G, 尸 为 M 的 西 罗 p- 子 群 , 则 

G= MNoa(P). 

证 明 对 每 个 gE€G,，g-!1Pg 壹 g-!Mg = M. 于 是 由 定理 2 知 有 kE M 使 得 
k-i(g-iPe)k=P,Rp gkE No(P). 从 而 g=(gk)k™!E No(P)M= MNo(P). 
证 毕 ， 

现在 我 们 举 几 个 具体 的 例子 . 

例 1 148 阶 群 不 是 单 群 . 

证 明 取 p=37|148, 则 NN(37) 三 1(mod37). 从 而 N(37)=371+1. 由 于 148 
阶 群 G 的 全 部 西 罗 37- 子 群 形成 一 个 共 思 类 ,其 总 数 应 当 是 | G| = 148 的 因子 , 即 
N(37) =371+1|148. 于 是 371+1|4, 这 只 能 1=0, 即 N(37) =1; 因 此 G 只 有 一 
个 37 阶 子 群 ,从 而 必然 是 正规 子 群 ,G 不 是 单 群 . 

例 2 56 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 与 前 例 一 样 ,N(7) =7n+1|56, 从 而 7n+1|8, 于 是 N(7) =1 或 8. 如 
果 N(7) =1, 则 7 阶 西 罗 子 群 是 正规 的 ;如 果 N(C7) =8, 令 Pi,Po，,…,Ps 是 G 的 8 
个 不 同 的 7 阶 子 群 ,它们 中 的 任意 两 个 只 有 公共 元 素 1c, 合 起 来 共 占 了 7x8-7= 
49 个 元 素 , 余 下 56 一 49=7 个 元 素 加 上 lc 必然 形成 G 的 8 阶 西 罗 2- 子 群 ,从 而 
G 的 西 罗 2- 子 群 只 有 一 个 , 必 为 正规 子 群 . G 不 是 单 群 . 

定理 3 设 p 和 9g 是 两 个 素数 , 则 pq 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 车 p=4,p? 阶 群 G 是 阿 贝尔 群 .由 定理 1 知 它 有 pp 阶 子 群 , 阿 贝尔 
群 的 子 群 都 是 正规 的 ,所 以 G 不 是 单 群 .如 果 p 隆 9, 不 妨 设 pq, N(p)= (np 
+1)1q, 而 9q<p, 只 能 n=0. G 只 有 一 个 西 罗 p- 子 群 , 它 是 正规 子 群 .于 是 G 不 
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是 单 群 .证 毕 . 

定理 4 设 p 和 g 是 素数 , 则 pq 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 车 p=4g, 已 证 过 p? 阶 群 G 必 有 非 平凡 的 中 心 C(G), 且 C(G) 有 p 
阶 子 群 和 ,显然 N4 G. 因 此 G 不 是 单 群 . 

如 果 P>>9qg, 则 NC(p?)=np+1|g, gq<p, 于 是 n=0. G 有 正规 的 p? 阶 西 罗 
子 群 ,G 不 是 单 群 . 

最 后 设 pq. 则 N(q)= ngq+1|p?. 如 果 N(q)=1, 则 G 有 正规 q 阶 子 群 ， 
G 不 是 单 群 .由 于 pq，N(gq) 不 能 为 p. 最 后 若 N(q)=p?, 即 G 有 p? 个 9q 阶 子 
群 ,它们 共 占据 G 的 p*(q 一 1) +1 个 元 素 ,余下 p? -1 个 元 素 和 16 便 构成 G 的 
唯一 的 p? 阶 西 罗 子 群 P，P4 G. 所 以 G 也 不 是 单 群 .证 毕 : 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 证 明 : : 

定理 5 非 阿 贝尔 单 群 的 最 小 阶 数 是 60, 且 60 阶 单 群 必 同 构 于 As. 

证 明 到 目前 为 止 我 们 已 证 明了 下 列 结 果 : 

Pp"《n 之 2, pp 为 素数 ) 阶 群 有 非 平凡 中 心 , 因 此 不 是 单 群 ; 

Pq，p*4(p 和 9 为 素数 ) 阶 群 均 不 是 单 群 ; 

2m(m 为 奇数 ,m 二 3) 阶 群 不 是 单 群 ; 

素数 阶 循环 群 在 我 们 考虑 的 范围 之 外 . 

在 59 之 内 除了 上 述 情 形 后 只 剩 下 1G|=24,36,40,48,56. 例 2 表明 56 阶 群 不 单 ; 
40 阶 群 有 唯一 的 西 罗 5- 子 群 , 从 而 不 是 单 群 . 

设 |G|1=48=3X24. 易 知 G 的 西 罗 2- 子 群 的 个 数 为 1 或 3. 若 N(16) =1, 则 
GG 不 单 . 若 N(16) =3, 令 Pi,Ps,Ps 为 G 的 3 个 西 罗 2- 子 群 ,G 在 {Pi,P;,P;} 
上 的 共 示 作用 给 出 同 态 Pp:G 一 5S3. 令 N=Kery, 则 Nd G. 由 于 |G|=48>>|5s| 
=6, 从 而 N 天 (1}). 又 由 于 Pi,P:,Ps 彼此 共 配 ,N 天 G. 于 是 N 是 G 的 非 平凡 正 
规 子 群 .因此 48 阶 群 不 单 .类 似 地 可 证 24 阶 群 不 单 、 

设 |G|=36=22X3?, 则 G 的 西 罗 3- 子 群 的 个 数 为 1 或 4, 若 N(9)=1, 则 G 
不 单 . 若 N(9) =4, 则 G 在 西 罗 3- 子 群 {Pi, Ps, Ps,P4} 的 集合 上 的 共 恩人 作用 给 
出 同 态 C:G 一 3S4. 由 上 面 同样 的 方法 断定 G 有 非 平凡 正规 子 群 ,G 不 是 单 群 . 

最 后 考虑 |G| =60. 已 证 过 4s 为 单 群 ,现在 我 们 证 明 60 阶 单 群 G 必然 同 构 
于 As. 我 们 断言 G 有 指数 为 5 即 12 阶 的 子 群 .为 此 , 令 己 是 G 的 一 个 4 阶 西 罗 子 
群 ,N(4)=[G : Nel(P)]. 由 G 为 单 群 可知 N(4) 天 1. 上 面 的 方法 同样 给 出 N(4) 
天 3, 从 而 4 和 | Nec(CP)| 一 15. 由 于 4||Ne(CP)||160, 如 果 |Ne(CP)| 天 12, 则 必然 
INe(P)|=4, G 有 15 个 西 罗 2- 子 群 .如 果 它 们 两 两 只 有 公共 元 素 lo, 则 它们 共 
占 去 G 的 15X3+1=46 个 元 素 .由 于 G 为 单 群 ,G 的 西 罗 5- 子 群 至 少 有 6 个 , 它 
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们 有 6X4+1=25 个 元 素 .上 述 所 有 于 群 的 任意 两 个 均 只 有 公共 元 素 16 ,从 而 总 
共有 46+25-1=70 个 元 素 , 但 | G| = 60, 这 一 矛盾 表明 必 有 两 个 不 同 的 西 罗 2- 子 
群 P 和 P' 存 在 ,使 得 PNP = 开头 {1). 由 于 己 和 已 都 是 阿 贝尔 群 ,(P, 已 > 是 
Co(K) 的 子 群 .因为 P 关 P,P 和 P' 生 成 的 群 (P,P') 的 阶 大 于 4, 于 是 4 一 
|CoCK)1<15. 但 4|1CoCK)1160, 只 能 |Co(K)|=12. 因 此 G 必 有 12 阶 子 群 . 

设 NN 为 G 的 12 阶 子 群 ,G 对 于 NN 的 诱导 表示 产生 同 态 p:G 一 5s. 由 于 P 是 
单 同 态 ,G 同 构 于 Ss 的 一 个 60 阶 子 群 M. M 是 S 的 非 平凡 正规 子 群 ,M 必然 为 
As. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


习 题 


1. 若是 |G| 的 素 因 子 , 则 群 G 必 有 pp 阶 元 素 . 

2. 设 G 是 一 个 n 阶 群 ,p 是 nn 的 一 个 素 因 子 . 试 证 :方程 x? =1 在 群 G 中 解 
的 个 数 是 pp 的 倍数 . 

3. 证 明 6 阶 非 交换 群 只 有 53. 

4. 试 证 200 阶 群 G 一 定 含有 一 个 正规 的 西 罗 子 群 . 

5. 确定 54 的 不 同 的 西 罗 子 群 的 个 数 . 

6. 确定 S4 的 自 同 构 群 Aut(S4). 

7. 设 N 是 有 限 群 G 的 一 个 正规 子 群 .如 果 p 和 |G/N| 互 素 , 则 NN 包含 G 的 
所 有 西 罗 记 子 群 . 

8. 设 G 是 任意 一 个 有 限 群 ,N 是 G 的 正规 子 群 ,P 是 G 的 一 个 西 罗 户 子 群 . 
试 证 : 
(1) NNP 是 NN 的 西 罗 产子 群 ; 

(2) PN/N 是 G/N 的 西 罗 户 子 群 ; 

(3) Ne (PIN/NS No PN/N). 

x9, 令 Pi ,Ps，…，,Pw 是 有 限 群 G 的 全 部 西 罗 户 子 群 .如 果 对 任意 i 天 j， 总 有 

|Pi:PiNP I>p', 

则 NN 硅 1(modp"). 

x 10. 令 G 是 集合 号 上 的 置换 群 ,P 是 G 的 西 罗 户 子 群 ,a€ 5. 如果 pm 整除 
|Gal, 则 pm” 整除 |Pa|. 

x11. 令 G 是 集合 史上 的 置换 群 .对 任意 CE 了 , 设 己 是 固定 子 群 G。 的 西 罗 P- 
子 群 ,A 是 轨道 Ga 在 P 作用 下 的 全 部 不 动 点 的 集合 . 试 证 NeCP) 在 A 上 的 作用 
是 传递 的 . 
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x*12. 设 群 G 是 24 阶 群 且 C(G)=1. 试 证 G 实 54. 
13. 设 p 是 G 的 Sylow 子 群生 No(P) 是 G 的 正规 子 群 . 试 证 P 是 G 的 正规 
子 群 . 


1.9 自由 群 和 群 的 表现 


现在 我 们 进一步 研究 某 些 群 的 结构 ,首先 介绍 约束 条 件 最 少 的 群 一 -自由 群 
以 及 用 定义 关系 刻画 群 结构 的 方法 . 

为 了 讲 自由 群 ,我 们 先 讲 什 么 是 自由 半 群 . 设 5 为 任意 集合 ,S 中 有 限 个 元 素 
Xl，X2，"… Xn 连 在 一 起 叫做 是 一 个 字 . 字 za xz…xns 和 y1y2…ym 相等 ,如 果 n=m 
且 xi=yi(1<&i<n). 以 5x(5) 表 示 所 有 这 样 的 字 ( 包 括 空 字 1) 组 成 的 集合 ,在 
*(5) 中 定义 两 个 字 的 运算 为 

(xX1X2° xn) yi yz…m) = XeXayl Ym 
且 对 每 个 字 a€ 3x (5) ,规定 1。a = c。1= c, 则 这 个 运算 显然 满足 结合 律 ,从 而 
x* (5) 对 上 述 运算 形成 一 个 含 么 半 群 , 它 称 为 集合 S 上 的 自由 含 么 半 群 ,集合 5 
叫做 了 x* (5) 的 基 .“ 自 由 ”一 词 意 味 着 x (S) 中 除了 含 么 半 群 定义 中 的 要 求 之 外 ， 
没有 任何 其 他 约束 条 件 . 

如 果 将 自由 含 么 半 群 x (5) 扩大 成 群 ,每 个 元 素 xE 5 应 当 有 逆 元 素 ,所 以 

给 了 集合 5S 之 后 ,再 考虑 集合 5S-1= {x -11xES)}. 令 

F(S) = {aaan|aceSuUS 1<i<n)}, 

这 里 当 n=0 时 ,规定 wa…an =1.F(5S) 中 运算 仍 定义 为 (a1…a,) (bi…b,) = al 
…anb1…bm ,但 是 约定 aa = ala = 1 ,对 每 个 a € F(S),1.a=a.1=a. 
例如 (ab)(b ac) = ac, (ab)(b-1a-!) = 1 等 等 .这 时 ,F(S) 中 每 个 元 素 均 有 逆 
元 素 ,例如 a 的 逆 元 素 为 a, (a?b-1c)-! = c-1ba-? .F(S) 对 于 上 述 运 算 和 约定 
成 群 ,叫做 集合 S 上 的 自由 群 ,S 叫做 此 自由 群 的 基 . 显然 5 是 群 F(5S) 的 一 个 生成 
元 系 .如 果 S 是 有 限 集 , 则 F(S) 叫 做 有 限 生成 自由 群 .特别 当 S= {a} 时 , F(S) = 
《a) = {a" | n € Z} 就 是 无 限 循环 群 ,而 当 |S | 之 2 时 , F(S) 是 无 限 非 阿 贝尔 群 ， 

下 面 定理 显示 出 自由 群 的 作用 . 

定理 1 每 个 群 都 是 自由 群 的 商 群 ;每 个 有 限 生成 群 都 是 有 限 生成 自由 群 的 
商 群 . 
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证 明 设 G 为 群 . 取 G 的 一 个 生成 元 系 瑟 (例如 可 取 三 = G). 定 义 集合 5S= 
{XalaE53}, 并 考虑 映射 f:F(S) 一 G ,其 中 f(X。) = a,f(Xi') = a- ,然后 对 
于 4iEZUZ- 1(Q<i<n), 定 义 f(A1…A,) = f(A1)…f(A,) .这 个 映射 是 可 
以 定义 的 , 即 不 依赖 于 F(S) 中 元 素 的 不 同 表达 方式 ,因为 不 同 表达 方式 是 由 于 插 
人 或 消去 XX。Xa! 或 XiX。 造成 的 ,而 (XoXi1) = aa-1 = 1,f(XiX,) = a-!la 
= 1. 进一步 , 易 知 f 是 群 同 态 , 并 且 是 满 的 ,因为 对 每 个 生成 元 a€ 3,a = f(X,。) 
ETImf, 从 而 G= (3) =Imf. 根 据 同 态 基本 定理 , G 衬 F(S)/Kerf , 即 G 同 构 于 
自由 群 F(S) 的 商 群 .如 果 G 是 有 限 生成 的 , 令 有 限 集 5 是 G 的 一 个 生成 元 系 , 则 
$={X。|a€ 3} 也 是 有 限 集 , 从 而 F(5) 为 有 限 生成 自由 群 .证 毕 . 

设 G 同 构 于 自由 群 F(S) 的 商 群 , f:F(S)/K 全 G,K4F(S) , 则 G 是 由 
f 有 (5S)= 5 生成 的 .进一步 ,对 K 中 每 个 元 素 ，G 中 就 有 一 个 等 式 f(a) = lc. KK 中 
有 多 少 元 素 ,G 中 就 相应 有 多 少 个 关系 .如 果 已 是 天 的 一 个 子 集 , 且 K 是 F(S) 中 
包含 的 最 小 正规 子 群 (叫做 由 P 生成 的 正规 子 群 ), 则 K 中 每 个 元 素 均 可 由 P 
在 F(S) 中 的 全 部 共 罗 集 合 的 元 素 运算 出 来 .反映 在 群 G 中 , G 的 所 有 关系 均 可 由 
P 中 元 素 给 出 的 关系 推导 出 来 .我 们 把 由 P 中 元 素 给 出 的 那些 关系 全 体 叫做 群 G 
的 定义 关系 集 ,并 且 群 G 写成 

G=(5|f(a) =1, VaeEP). 
这 种 刻画 群 的 方式 叫做 群 G 的 一 个 表现 .例如 , 令 $ = {a,b),K 是 F(S) 中 的 元 
素 a? 和 (ab)? 生成 的 正规 子 群 ,如 果 G 全 F(S)/K , 则 G 的 结构 可 以 写成 G = 
(A,B|A’ = (4B)2 = 1). 

例 1 以 9? 表示 关系 集合 为 空 集 . G = 〈S | 9) 即 是 以 8 为 基 的 自由 群 ,因为 
此 时 K = {1}, G 实 F(S)/{1} = FCS). 

例 2 Z, 衬 (a)/(a") = F(S)/(a"), 其 中 $={a). 因 而 阶 循环 群 的 表现 
为 Z, = (a la" = 1). 

例 3 正 n(n 之 3) 边 形 对 称 群 D。 是 2n 阶 群 , 它 有 生成 元 系 {o,t) ,其 中 o* 
= =1, (ro)* =1. 令 下 是 以 {a,b) 为 基 的 自由 群 , 则 有 群 的 满 同 态 FF -> 
Du f(a) = o,f(b) = r. 由 同 态 基本 定理 可 知 D, 实 F/Kerf .由 于 an) = o" 
= 1, fb) = r=1, fba)2) = (ro)2 =1, a", b’, (ba)?€ Kerf. 令 天 是 
中 由 a”"，b*,，(ba)? 生成 的 正规 子 群 , 则 K < Kerf. 

现在 考 虚 商 群 F/K. 以 A 和 8B 分 别 表示 a 和 b 在 F/K 中 的 像 , 则 A" = B? = 
(BA)* = 1. F/K 可 由 {A,B} 生 成 ,由 于 BA = 4-1B-1 = A”1B,F/K 中 元 素 均 
可 表示 成 AiBi(0<<i<n-1,0<j<D, 从 而 | F/K |<2n. 
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2n =|D, |=|F/Kerf |=| F/K |/ |Kerf/K |<2n/| Kerf/K|, 
因此 天 = Kerf, D， 实 F/K. 于 是 D,。 有 如 下 的 表现 : 
D,= (a,bla"= b?= (ba)? = 1). 
例 4 令 Qs= (a,b|at=1,b’= a’,ba = a’b).Qs 中 每 个 元 素 均 可 写 
成 aibi(0 之 i<3,0<<j 入 1D ,从 而 | Cs| 入 8. 但 是 我 们 有 一 个 具体 和 矩阵 群 G = 


(4,B), 其 中 4=(_9 让,B=(0 i (=V=D, 满 足 41 = 1,B? = A?,BA 


= A*B, 并 且 可 直接 验证 A'Bi(0 之 i 之 3,0 之 j 入 1) 为 8 个 不 同 的 矩阵 ,因此 
1G1=8. 然 后 可 按 例 3 中 同样 的 方法 得 出 G 二 0。 , 即 Qs 为 8 阶 非 阿 贝尔 群 

定义 1 设 $ 为 任意 集合 ,表现 为 

F= (S|ba= ab, Va, be Ss) 

的 群 叫 做 以 5 为 基 ( 或 在 S 上 ) 的 自由 阿 贝尔 群 (除了 交换 性 条 件 之 外 不 再 有 任何 
关系 ), 由 于 元 素 可 交换 ,所 以 正中 元 素 均 可 写成 

8 = ad8 pa (r 志 0 ni; € 2Z, mi 天 0 aeES， l<i<r), 
其 中 a1,4s,…,a, 是 S 中 不 同 元 素 ,并 且 若 不 考虑 前 后 次 序 ,g 的 这 个 表达 方式 是 
唯一 的 .可 以 像 定理 1 那样 证 明 : 每 个 (有 限 生成 ) 阿 贝尔 群 均 是 (有 限 生成 ) 自 由 阿 
贝尔 群 的 商 群 .为 了 进一步 看 清 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 的 结构 ,我 们 现在 引进 群 的 
直 积 . 

定义 2 设 G1,…,G， 是 群 ,在 集合 的 直 积 

G=G XXG,= {(g1%,8n) | gi €E Oi,1<i<n) 
中 定义 运算 
(8 Bn) (gi Bn) = (g181,°"*, gag ). 

易 证 G 对 此 运算 成 群 ,叫做 群 G，,…,G, 的 直 积 . 它 的 么 元 素 为 (lc ，…1c, )， 
元 素 (8 ，…8。) 的 道 为 (8i1 82) ， 

设 G 和 K 是 群 , 则 Gx1= {(g,D|gE€G} 和 1xK= {0k KEK) 
是 GXxK 的 两 个 子 群 ,并 且 G x1 衬 G,1xK 之 K. G x1 中 元 素 和 1xK 中 元 
素 可 交换 , Gx K = (GxDOIxR), (GxDNGOxK)= (1). 反之 有 : 

引 理 设 H, K<G,HNK= {1}, G = HK, 且 对 每 人 EH,kEK，, 
hk = kh, 则 GO 二 HXxK. 

证 明 由 G= HK 和 及 中 元 素 与 K 中 元 素 的 交换 性 ,可 知 G 中 每 个 元 素 均 
可 表 成 8= hk， hE€H, kEKK. 再 由 HNK = {1),g 的 这 个 表达 式 是 唯一 的 .于 是 
我 们 可 以 定义 

f:G—~HxK, hk ->(h,k). 
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由 上 述 可 知 这 是 一 一 对 应 ,并 且 
fCRKO RK) = fhhkk’) = Chh’, kk’) = fChk) FORK'), 
从 而 了 为 同 构 , 即 G 衬 XK. 证 毕 . 

下 面 定理 是 判别 一 个 群 为 某 些 子 群 直 积 的 方法 .以 后 将 G= G1X…X G 中 
元 素 (g1,1,…,1) 等 同 于 G1! 中 元 素 8: ,由 此 将 G1 看 成 是 G 的 正规 子 群 .类 似 地 ， 
Gs,…,G， 也 自然 地 看 成 G 的 正规 子 群 ,从 而 G 的 每 个 元 素 唯一 地 表 成 8 = 
B18n (giE Gi). 

定理 2 设 G1,…,G4 G,n 之 2. 则 以 下 三 个 条 件 是 彼此 等 价 的 : 

(1) G= G1X" XG,s 

(2) G 中 每 个 元 素 可 以 唯一 表示 成 8 = g1…8 ,其 中 8;€ Gi; 

(3) G= G1…G4, 且 对 每 个 m(1 二 m 志 n), 有 (G1G2*…Gm-D 站 Gnm={1}. 

证 明 (1) 之 (2) 如 定理 前 面 的 约定 ,G 中 元 素 (g1，,… ,8 ) 唯 一 地 写成 (81,1， 
,1D l,l gr) = 81 gn 

(2) 过 (3) 设 g€E(G1…Gm-1) 门 Gm, 则 有 gi€ Gi 使 得 g= gi*…gm-1= gm， 
于 是 1= gi…gm-18i. 由 (2) 中 唯一 性 假设 ,gm =1. 从 而 8g = gm=1, 即 (Gi*… 
Gn- NG = {1}. 

(3) 二 (DD 邻 Jn= G1…Gn. 由 Gi4G(Zi<n), Jn4G. 现 在 对 m 归纳 
证 明 Jw = Gi X*…XGn(2 达 mn). 当 m=2 时 , Y81 EGi, 82€ G2, 
8gi8z8i1851= gi(828i!87')=(g18281')827'E G1NG, = {1},8182 = 8281, 由 引 
理 1,Js = Gi X Gs. 现在 设 Jm-1 = Gi1X…XGm-i; 则 Jn-i， Gm 4 G, Jn= 
Jm-1Gm 且 由 (3) 中 假设 Jm-1 门 Gm = {1). 于 是 又 由 引 理 1, Jm = Jn-iX Cn = 
GiX…X Gnm. 特 别 地 ,对 m=n,G=J,= GiX*…XG,. 

现在 回 到 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 G. 设 它 的 基 为 S= {a1,…,a,}, 则 G 中 每 
个 元 素 唯一 表示 成 8 = a 和 hh…a’ ,Ai EZ. 由 于 阿 贝尔 群 G 的 子 群 G, = (ai) 均 是 
正规 的 ,从 定理 2 的 (2) 即 知 G = G; X…X G,. 但 是 G; = 《ai) 是 无 限 循环 群 ,G 
同 构 于 7 个 无 限 循环 群 的 直 积 . 

对 于 每 个 群 G ,我 们 今后 把 n 个 群 G 的 直 积 写成 G", 而 令 G = {8" 18E 
G). 当 G 为 阿 贝尔 群 时 , G。 是 G 的 子 群 .现在 设 G 是 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 , 则 
G= 《qi)X…xX(a,) 衬 Z' ,其 中 (ai) 均 是 无 限 循 环 群 .于 是 对 每 个 n 之 2,，G， = 
af) XX a), G/Gs Ea)/at)) XX as)/ar))SZ, X…XZn = 
Zi, 1G/G,|=|1Z;|=n', 因 此 数 r=log|G/G，|/logn 是 由 群 G 本 身 所 唯一 确 
定 的 . 换 句 话 说 ,如 果 G 衬 Z’ 且 又 G 实 Z', 则 r= s. 所 以 ,有 限 生成 自由 阿 贝 尔 群 
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本 质 上 是 Z'(r =1,2,…) 并 且 它们 互 不 同 构 . 

如 果 G 衬 Z', 则 7r 叫做 有 限 生成 自由 阿 贝 尔 群 G 的 秩 , 记 为 rank(G). 综 合 
上 述 ,我 们 证 明了 下 面 的 结构 定理 : 

定理 3 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 G 同 构 于 有 限 个 无 限 循环 群 的 直 积 , G 衬 Z"， 
r=rank(G) 之 1. 两 个 这 样 的 群 G 和 G' 同 构 舍 rank(G) =rank(G'). 

系 设 $S 和 5S“ 是 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 G 的 两 组 基 , 则 13|=1S | . 

我 们 给 出 了 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 的 结构 (或 叫 分 类 ). 下 一 节 我 们 将 要 给 出 
任意 有 限 生成 阿 贝尔 群 的 结构 (分 类 ). 


习 题 


%1. 令 G=(g1,82，,…,gn) 由 n 个 元 素 生成 .如 果 G 的 子 群 A 具有 有 限 指数 ， 
则 4 可 以 由 2n[G : 4] 个 元 素 生成 . 
2. 如 果 n 为 正 奇数 ,求证 Dz, 衬 D, XZ. 
3. 车 n 之 3, 试 问 A, XZ4 与 S。 是 否 同 构 ? 
4. 设 G1,，Gs，Gs 为 群 , 则 
(1) G1X GsG, xX G1; 
(2) (G1 X G2) Xx Gs 宇 G1 X (G2 X G3). 
5. 设 Gi(1<i<n) 为 群 , 则 
(1) C(G1 XG XXG,)=C(G1)XC(G2) XXC(G,); 
(2) G1X GsX…X Gh 为 阿 贝 尔 群 当 上 且 仅 当 每 个 Gi 均 为 Abel 群 . 
6. 设 Gi(1<i<n) 为 群 ,Ni 过 G,. 则 
(1) Ni X Na XXNnSG1 XG XXG,s 
(2) NiXN2X…XNn<GiXG2sX…XG 当 且 仅 当 对 每 个 i, Ni4 Gi; 
(3) 当 Ni XXN,d GiX…XG, 时 ， 
G1 XX G/Ni XxX XN G/N XX G/N,. 
7. 设 G=GIXx…XGn, 且 万 是 G 的 子 群 . 问 昌 是 否 一 定形 如 H= HX… 
XH,, 其 中 H,<Gi,1<i<n. 
8. 设 Gl 和 Gz 是 两 个 非 交 换 单 群 . 试 证 G1 X Gz 的 非 平 凡 正规 子 群 只 有 G1 
和 G，. 
9. 以 C* 表示 非 零 复数 乘法 群 ,R' 为 正 实数 乘法 群 ,R 为 实数 加 法 群 , 则 
C* Rx (R/2x2). 
10. 设 myma，…mr 为 自然 数 , 则 
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(CD Zo XZ Zn 当 且 仅 当 (mi ，na) =1; 
(2) 如 果 n1,n2，…,n, 两 两 互 素 , 则 
Zs, X Zr, x…XZ。 Zr ne 
#x 1. 试 证 5。7。13 阶 群 一 定 是 循环 群 . 
12. 令 G=G1iXxGi, H4G 且 HNGi=({1), i=1,2. 试 证 电 是 阿 贝 尔 群 . 
x13. 令 G=GiXG2X…XG4, 且 对 任意 i 隆 j, 1Gi| 和 |Gj| 互 素 . 则 G 的 任 
意 子 群 甩 都 是 它 的 子 群 H 站 Gi(i=1,2,…,n) 的 直 积 . 
x*14. 设 G 是 有 限 生 成 的 自由 阿 贝尔 群 ,rank(G) =r. 如 果 g1,82,…,gn 是 G 
的 一 组 生成 元 , 则 n 之 7. 


1.10 有 限 生 成 阿 贝尔 群 的 结构 


在 本 节 中 , 像 通常 所 作 的 那样 ,我 们 把 阿 贝尔 群 A 中 运算 写成 加 法 形式 ,从 而 
么 元 素 为 0, 元素 a 的 道 是 - ae, n 个 a 运算 为 4+a+…+a= na, 有 限 阶 元 素 a 
的 阶 为 满足 na =0 的 最 小 正 整数 n. nA = {na|a€ A}. 直 积 则 改 叫做 直 和 并 且 写 
成 4 四 4 … n 个 A 的 直 和 仍 表 成 4". 

为 了 研究 有 限 生成 阿 贝 尔 群 的 结构 ,下 一 定理 是 最 基本 的 . 

定理 1 有 限 生成 自由 阿 贝尔 群 的 每 个 子 群 GC(G 取 10)) 仍 是 有 限 生成 自 
由 阿 贝尔 群 , 且 rank(G) 过 rank(F). 更 确切 地 说 , 令 n = rank(F), 则 存在 下 的 一 
组 基 {xi，…xn}, 一 个 整数 r(1 过 7 过 nn) 和 一 组 正 整数 di,…,d,, 使 得 di | dz | 
| d,, 并 且 G 是 以 {dix1，,…,d,x,} 为 基 的 自由 阿 贝 尔 群 . 

证 明 当 n=1 时 ,由 无 限 循环 群 的 子 群 特性 可 知 定理 1 成 立 .现在 假设 定理 
对 于 秩 小 于 n 的 所 有 自由 阿 贝 尔 群 均 成 立 .以 5 表示 集合 

{s EZ | 存在 下 的 一 组 基 {y1，,…，,y，) ,使 得 G 中 有 
形 如 syl + k2y2 +…+Knyn(Ki EE 2Z) 的 元 素 }. 

注意 {yz,yi1，"…，yn) 也 是 下 的 一 组 基 , 从 而 ks E 8. 类 似 地 每 个 k; € 5S. 由 于 
G 关 (0),S 中 有 非 零 整 数 . 易 知 若 sE 5, 则 一 sE 5, 因 此 S 中 有 非 零 正 整 数 .以 
di 表示 5S 中 的 最 小 正 整 数 ,于 是 存在 = diyi + ksys+…+knyn EE G, 令 ki= 
diqi +ri(0<ri<di), 则 v= di(yi+gzya+…+gnyn)+raya 二 十 rnyn. 
信和 三 广 +gzy2+ 和 十 gayny， (fxlyyzyn) 也 是 下 的 一 组 基 , 从 而 riES, 由 
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di 的 极 小 性 知 ri = 0(2 过 ii 过 由 ). 因此 v= dxeaG. 

令 如 = 《ys，…，yn), 这 是 秩 为 n 一 1 的 自由 阿 贝 尔 群 .我 们 现在 证 明 G = 
(四 (CCGP ED = (dix1) 田 (G 由 日 ). 首先 ,由 于 {xiyys,… ,yn) 为 下 的 一 组 
基 , (Vv) 站 (G 站 H) = {0}. 其 次 对 每 个 元 素 W = xi+ toys+ +tryn EG 
(t1 ED, 人 SN= dqtn,0<n<d.u- qv= TixX1 + fay2 + + tnyn 
EE G, 由 di 的 极 小 性 知 r1=0. 于 是 toyzs+*…+tny, E GN H,u= qi1v + (t2y2 
t+ fay) E (V+ (GN HH), 因此 G= (dix)®(GNH). 

如 果 GN 站 H= {0), 则 G = (dixi)， 定理 成 立 .如果 G 门 有 了 关 {0), 则 G 门 
且 是 秩 为 n 一 1 的 自由 阿 贝 尔 群 末 的 子 群 ,根据 归纳 假设 存在 厅 的 一 组 基 
{Xz yxXn)， 正 数 7，,d2，,…,d, 使 得 ds | ds1…|d,, 且 G NH= (dx) 四 … 
图 (dxr)》 于 是 下 = (0) 田 …… 田 (人 G = (dix0) 田 … 四 (dix,). 我 们 只 需 
再 证 di | dz. 令 da = qdi+r,0 二 rr 一 必 , 则 (tax + gxayxs…yXn) 为 已 的 
一 组 基 , 而 rxz + di(x1 + qx2) = dixi + dzxs E.G 从 而 ES. 由 di 的 极 小 性 
知 r=0, 即 di | dz. 证 毕 . 

定理 2 ”每 个 有 限 生 成 阿 贝尔 群 4 均 同 构 于 Zr @Z。, 图 … 四 Zn 其 中 站 
i120,1<m<"<m Hm|m||m,. 

证 明 不 妨 设 A 隆 {0}, 且 4 是 由 n 个 元 素 生成 的 .于 是 A 同 构 于 秩 为 几 的 
自由 阿 贝尔 群 亚 的 商 群 :4 兰 F/K. 如 果 开 ={0), 则 A 衫 , 从 而 为 定理 中 =n,t 
=0 的 情形 .如 果 下 的 子 群 K 隆 {0}, 由 定理 1 可 知 存在 xi yn E 下 did， 
E Z,di |dz|…|d,, 使 得 下 = (x BDOx), K = (dix1) BOD dwx,). 
令 ds = … = d， = 0, 我 们 有 

A 二 F/K (x)/(dix)) OB Dx) /drxn)) 
Sr/dix)) OO Cx)/ (dx) 四 Zr 
注意 (x)/(x》 = {0}, 从 而 以 m1，…, mo 表示 di,…,d; 中 不 为 1 的 那些 , 则 G 之 
Zr OZn DZn, ,其 中 r=n-sBm|m|.| m,. 证 毕 . 

设 4 是 有 限 生成 阿 贝尔 群 ,以 4, 表示 A 中 有 限 阶 元 素 全 体 . 如果 a 和 4b 分 
别 是 4 中 阶 数 为 r 和 s 的 元 素 , 则 ea :和 ab 的 阶 分 别 是 + 和 [rs](r 和 s 的 最 小 
公信 数 ). 从 而 4, 是 4 的 子 群 ,叫做 4 的 扭 子 群 . 易 知 4, 是 有 限 阿 贝 尔 群 . 

定理 3 设 4 和 B 是 有 限 生成 阿 贝 尔 群 . 

(1) 存在 4 的 有 限 生成 自由 阿 贝尔 子 群 Aj, 使 得 A = 4A/@A,. 

(2) 如 果 4 = Aj 田 A4,, B= Bj B,, 其 中 Aj 和 Bj 分 别 为 4 和 B 的 有 限 
生成 自由 阿 贝尔 子 群 , 则 

ASBSOrank(As) = rank(B/) BA, 8B,. 
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证 明 (1) 根据 定理 2, 存 在 同 构 P:A 实 Z’ 外 T, 其 中 T= ZZm OZn,， 
1 过 mi | mz | … | mo. 不 难看 出 Z'OOT 的 担子 群 就 是 了 .因此 9T(CT) 就 是 A 的 
担子 群 A1. 记 Aj = 9-1(Z) , 则 Aft 衬 Z' 且 A = 41 四 4 

(2) 如 果 A 宇 B, 则 4A, 衬 Bi, 从 而 Ajy 宇 A/41 衬 B/B, 实 Bj, 于 是 rank(A1) 
= rank(Bj). 反之 , 若 rank(41) = rank(Bj)， 则 41 兰 B1. 如 果 又 有 A 衬 B,， 
则 4 = Ai 田 A 二 Bj@@B,= B. 证 半 . 

根据 定理 3, 每 个 有 限 生成 阿 贝尔 群 A 均 同 构 于 Zr 中 A， ,其 中 7 是 由 A 唯一 
确定 的 ,叫做 4 的 秩 , 记 为 rank(A). 当 A 为 有 限 生成 自 由 阿 贝尔 群 时 , A, = (0)， 
可 知 这 里 秩 的 定义 与 对 自由 阿 贝尔 群情 形 的 定义 是 一 致 的 .定理 3 的 (2) 可 简 述 
为 : 设 4 和 B 是 两 个 有 限 生成 阿 贝 尔 群 , 则 4 空 B 全 rank(4) = rank(B) 且 
A, 兰 B,. 于 是 问题 化 为 有 限 阿 贝尔 群 A, 的 分 类 问题 . 

定理 4 设 4 为 有 限 阿 贝尔 群 , A 去 (0). 

(1) 存在 1 一 ma | mz |…| mt 三 1D ,使 得 4 兰 Zn @… 旬 Zn ,Cm 
…,m1) 由 A 唯一 确定 . 

(2) 存在 一 组 正 整数 {ph ,Pp 颖 ,…,p 六 }， 其 中 PP，…Pk 为 (不 必 不 同 的 ) 素 
数 , 9 ,…,sx 为 正 整数 ,使 得 4A 衬 Zor 田 … 四 Zrx ， 且 集合 {p? ，…,P 人 4) 由 群 A 
唯一 确定 . 

证 明 有 限 阿 贝尔 群 当然 是 有 限 生 成 的 ,由 定理 2, A 兰 Z Zn 四 … 
四 Zn,. Z' 中 元 素 除 0 外 均 为 无 限 阶 元 素 ,而 有 限 群 A 中 元 素 均 为 有 限 阶 的 ,因此 
r = 0, 4 兰 Zn DOZn,, 从 而 得 到 (1) 中 的 分 解 式 . 令 ml = ph…p?， 其 中 
pi,"…，,P1 是 不 同 的 素数 ,Xi 均 为 正 整数 , 则 Zn 衬 Zp 四 … 四 Zo 将 Zn py， 
Zn, 也 如 此 作成 一 些 素数 时 阶 的 循环 群 的 直 和 , 便 得 到 (2) 中 的 分 解 式 . 剩 下 只 需 
再 证 满足 定理 条 件 的 {ms… ,mt) 和 { 有 PP&) 的 唯一 性 . 

让 我 们 先 证 {ph ,…, pp 从) 的 唯一 性 .我 们 知道 ,对 于 每 个 素数 p, 有 限 群 G 的 
西 罗 户 子 群 是 彼此 共 罗 的 ,并 且 G 中 每 个 阶 为 方 因 的 元 素 均 在 G 的 某 个 西 罗 
户 子 群 之 中 . 当 G 为 有 限 阿 贝尔 群 时 ,每 个 子 群 均 只 与 自 己 共 二 , 从 而 对 |G | 的 每 
个 素 因子 p，G 只 有 唯一 的 一 个 西 罗 p 子 群 G，， 并 且 Gp 就 是 G 中 全 部 p 方 守 阶 
元 素 所 构成 的 子 群 . 设 | G |= ph …pi 是 | G | 的 素 因子 分 解 式 , 则 | Gp,| = PY 
不 难看 出 G = Gp, 田 … 四 Gn，, 即 每 个 有 限 阿 贝 尔 群 是 它 的 所 有 西 罗 子 群 的 直 
和 .为 了 对 有 限 阿 贝尔 群 A 证 明 {pH ，,…,p 信 ) 的 唯一 性 ,我 们 只 需 对 它 的 每 个 西 
罗 子 群 A 证 明 这 件 事 即 可 . 以 下 设 A 为 有 限 阿 贝尔 户 群 , 即 A 的 阶 为 p 的 方 
紧 . 这 时 , A 之 Zn 田 … 四 Zp ,我 们 只 需 证 明 (a1,…,a1) 的 唯一 性 .不 妨 设 
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1 委 和 和 用 全 科 0 若 双 有 4 宕 Zn ODD .1 过 ci 入 …… 二 co 则 4 = 
PZ 田 … 田 pZrr . 是 A/pA = (Zp /pZzm ) DO @ (Zp, /PZprr )， 但 是 
Zo/pZr 兰 Zz ,因此 4/p4 僚 Zom ,从 而 | A/pA | = Pr， 类 似 地 ,由 A 之 Za 
田 … 四 Zrs 得 到 | A/pA |= 忆 4. 我 们 首先 得 出 r=d. 

现在 假设 41 = ci，ai_l = ci_i 而 ai < ci. 则 

Pp"ASp"Zm DO piZp, SZyins DO Zo . 

同样 有 P"4 兰 Zone @…Zye-oi .由 于 c -ayc, -a 均 为 正 整 数 ， 
P"A/p"nA 衬 Zpr-in. 但 是 ai aia 一 Qi 中 共有 r 一 i 个 数 , 于 是 
P"A/p""A 又 同 构 于 不 超过 + 一 i 个 Zp 的 直 和 ,这 就 导致 矛盾 ,从 而 Qi = ci， 
1 i 人 7. 我们 证 明了 {pi ，…,p 认 } 的 唯一 性 . 

最 后 证 明 {mi，…,mi) 的 唯一 性 . 设 PvP 是 |41= mi*…mi 的 全 部 素 
因子 . 令 mi = pfa pgr yo 之 0 由 mm | ms | | mm, 可 知 0 入 ay 过 az 过 
ay (jn. 于 是 Zn 的 西 罗 pj- 子 群 为 Zp . 不 难看 出 A = Zn 四 … 
外 Zm, 的 西 罗 pj- 子 群 Aj, 为 Zoy 图 和 … ZH (0<ay <… 芝 ay). 由 上 一 段 已 
知 qj,…,ay 中 不 为 0 的 那些 由 A 唯一 确定 ,因此 由 A 唯一 确定 ， 由 条 件 mi 之 1 
可 知 上 和 所 有 的 aj 均 由 A 唯一 决定 .因此 {mmi}) 由 A 唯一 确定 .这 就 完成 
了 定理 4 的 证 明 . 

定理 4 中 的 {mi，,…,m,) 叫做 4 的 不 变 因子 , {ps PK} 叫做 4 的 初等 
因子 .对 于 有 限 生成 阿 贝尔 群 4,4， 的 不 变 因子 和 初等 因子 也 分 别 叫做 4 的 不 变 
因子 和 初等 因子 .综合 上 述 我 们 完成 了 有 限 生 成 阿 贝尔 群 的 结构 定理 ， 

定理 5 两 个 有 限 生成 阿 贝尔 群 同 构 己 它 们 有 相同 的 秩 和 初等 因子 己 它 们 有 
相同 的 秩 和 不 变 因子 . 特别 地 ,两 个 有 限 阿 贝尔 群 同 构 所 它们 有 相同 的 初等 因子 
今 它们 有 相同 的 不 变 因 子 . 

例 1500 阶 阿 贝尔 群 的 分 类 . 设 4 为 阿 贝尔 群 ,| 4 | = 1500 = 22 Xx3x5. 于 
是 4 的 西 罗 子 群 的 阶 分 别 为 | As| =22,| 4s|=3,|A4s|=5.4 的 初等 因子 共有 以 
下 六 种 可 能 : (2,2,3,5,5,5), {2,2,3,5,25), {2,2,3,125), (4,3,5,5,5) {4,3,5, 
25},{4,3,125). 所 以 1500 阶 阿 贝尔 群 共有 六 个 :2B@Zs823 ,2@Zs OZ;Z， 
BDZ DLs ,ZB ODO ,ZODZ D7 DZ ,ZOZ OZ. 

将 初等 因子 {2,2,3,5,5,5} 化 为 不 变 因子 则 为 =3,ms=2xXx3x5,m,= 
2X5,mi = 5, 即 不 变 因子 为 {5,10,30} ,于 是 2 里 态 四 下 人 兰 五 四 Ze 四 Zoo. 另 
外 五 个 群 的 不 变 因子 分 别 依次 为 {10,150} , {2,750) , {5,5,60) , {5,300} 和 {1500)、 
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习 题 


1. 试 证 :有 限 生成 阿 贝尔 群 G 是 自由 阿 贝 尔 群 当 且 仅 当 G 的 每 个 非 零 元 素 
都 是 无 限 阶 元 素 . 
2. 设 Q* 是 正 有 理 数 的 乘法 群 . 试 证 : 
(1) Q" 是 自由 阿 贝尔 群 ,全 部 素数 是 它 的 一 组 基 ; 
(2) Q" 不 是 有 限 生 成 的 . 
x 3. 设 Q 是 有 理 数 加 法 群 . 试 证 : 
(1) Q 不 是 自由 阿 贝 尔 群 ; 
(2) Q 的 任意 有 限 生 成 的 子 群 都 是 循环 群 ,但 Q 不 是 循环 群 ， 
4. 设 A 为 有 限 阿 贝尔 群 , 则 对 于 | 4 | 的 每 个 正 因子 d,4 均 有 d 阶 子 群 和 d 
阶 商 群 . 
5. 设 厅 是 有 限 阿 贝尔 群 A 的 子 群 , 则 有 A 的 子 群 同 构 于 A/H. 
6. 如 果 有 限 阿 贝尔 群 A 不 是 循环 群 , 则 存在 素数 p 使 得 A 有 子 群 同 构 
于 用 . 
7. 试 证 : 当 (m,m)=1 时 ,Zn@Z。 的 不 变 因子 为 {mn); 而 当 (m,n) 之 1 时 ， 
Zn @Z, 的 不 变 因 子 为 {Cm,n), [m,n]}. 
8. 求 Zz 四 Zo 四 Zas 的 初等 因子 和 不 变 因子 . 
x9. 设 己 是 一 个 素数 , 问 Zzz 四 Zpz 有 多 少 个 p? 阶 子 群 ? 
10. 试 证 非 零 复数 乘法 群 C* 的 每 个 有 限 子 群 都 是 循环 群 . 
x1l,. 设 G 是 nn 个 中 阶 群 的 直 和 . 问 G 有 多 少 个 极 大 子 群 ? 
12. 设 G,A,B 均 为 有 限 阿 贝尔 群 .如 果 G 外 A 宇 G 田 B, 证 明 A 实 B. 


1. 11 小 阶 群 的 结构 


本 节 我 们 给 出 阶 数 三 15 的 所 有 群 的 结构 . 由 于 阿 贝尔 群 已 由 前 一 节 完 全 确 
定 ,以 下 只 考虑 非 阿 贝尔 群 ,从 而 群 的 阶 不 为 p 和 p?. 

定理 1 设 G 是 2p 阶 非 阿 贝尔 群 ,其 中 pp 是 奇 素数 , 则 G 衬 D,( 正 p 边 形 对 
称 群 ). 
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证 明 如 前 令 N(p) 表示 G 的 西 罗 产 子 群 的 个 数 , 则 N(p) = kp+1|12 ,从 
而 NCP) = 1. 令 a 为 G 中 p 阶 元 素 , 则 Ca) 是 G 的 p 阶 正规 子 群 . G 中 存在 2 阶 
元 素 b,b 4 (a) .由 于 | G |= 2p,G = (ab).(a) 是 正规 子 群 ,因此 bab-! = 
a'(0<l<p).a= bab ?= aP ,所 以 了 ==1(modp), 即 1= +1. 当 1=1 时 ， 
ba = ab,G 为 阿 贝 尔 群 . 当 1= -1 时 ,bab- = a 1, 群 G 即 为 (a,bla?=b*= 
1,ba = a-1b) = DD,. 证 毕 . 

定理 2 设 忆 和 94 为 素数 , pq,， 91p 一 1, 则 pg 阶 群 G 必 是 循环 群 Zp4. 

证 明 ”类似 于 定理 1 的 证 明 ,G 中 存在 p 阶 元 素 a 且 (a) 是 G 的 正规 子 群 . 根 
据 西 罗 定 理 , N(q) = 1qg + 1 | P, 因此 N(g) = 1 或 p. 若 N(q) = p, 则 
4 | p - 1, 与 假设 矛盾 .所 以 N(q) = 1. 即 G 中 存在 4 阶 元 素 b, (b) 也 是 G 的 
正规 子 群 .于 是 G = (a〉 x (b) 衬 Z, Xx Z, 衬 Zm. 证 毕 . 

总 结 起 来 , 阶 数 n=2,3,4,5,7,9,11,13 的 群 必 为 阿 贝尔 群 . 对 于 n = p, 群 为 
Z,; 对 n= p?, 群 为 2Z2 或 Zp. 

由 定理 1, 阶 数 n=2p =6,10,14 的 群 有 循环 群 Z, 和 非 阿 贝尔 群 D，. 

由 定理 2,15 阶 群 只 有 循环 群 Z1s. 

于 是 只 剩 下 阶 数 n=8 和 12 两 种 情形 .8 阶 阿 贝尔 群 有 三 种 :如 ,ZZ4 ,2， 
12 阶 阿 贝 尔 群 有 两 种 :ZZe 和 Ziz. 至 于 非 阿 贝尔 群 的 情形 则 有 : 

定理 3 8 阶 非 阿 贝尔 群 G 只 有 两 个 :Ds 和 Qs. 

证 明 如 果 G 有 8 阶 元 素 , 则 G 为 循环 群 .如 果 G 中 每 个 元 素 & 天 1 的 阶 均 
为 2, 则 G 是 阿 贝尔 群 .所 以 若 G 为 非 阿 贝尔 群 , 则 G 中 必 有 4 阶 元 素 a. 由 于 
[G : (a)]=2,《a) 是 G 的 正规 子 群 . 取 b4 (a), 则 G 由 a 和 6b 生成 且 b*€《a). 
令 b?=a'(0<i<3). 由 于 b 的 阶 4,b? 的 阶 过 2. 因此 i 关 1,3, 即 b?=1 
或 b*=a?. 

如 果 b?=1, 由 于 (a) 为 正规 子 群 , bab"! = ai, 0<i<3, 因 为 bab ! 的 阶 等 于 
a 的 阶 , 即 阶 为 4. 从 而 i=1 或 3. 如 果 bab™!=a, 则 ba = ab,G 为 阿 贝尔 群 ,所 以 
应 当 有 bab := as = 4 ,于 是 

G= (a,blat=b:*=1,ba= ab)= D,. 
如 果 b? = a?, 则 与 前 同样 有 bab -1 = a? ,于 是 
G= (a,bla*=1,b’= a’,ba = ab = Qs. 

最 后 还 要 证 明 Ds 和 Qs 不 同 构 . 这 可 以 考查 两 个 群 中 元 素 的 阶 .这 两 个 群 的 8 
个 元 素 均 表 成 aib'(0<i<3, 0<j<<1) ,但 是 乘法 运算 不 同 .不 难 计算 它们 的 阶 分 
别 为 

群 D4: 
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元 素 | a az a b ab abasb 
阶 数 |1 4 2 4 2 2 2 2 


群 Qs: 
元 素 1 a es a b ab asbasb 
阶 数 |1 4 2 4 4 4 4 4 


由 于 两 个 群 中 4 阶 元素 的 个 数 不 同 ,所 以 不 同 构 .证 毕 . - 
定理 4 12 阶 非 阿 贝尔 群 G 有 三 个 : De, 4 和 了 T= (a,bla*=1, b’= 
a’, ba=a-!b). 

证 明 取 G 的 一 个 西 罗 3- 子 群 P=(c). G 在 P 的 陪 集 上 的 作用 给 出 诱导 表 
示 f:G 一 $4. K=Kerf<P. 于 是 K=P 或 {1}. 

如 果 天 = {1), 则 了 :G 一 5 为 单 同 态 ,从 而 [Ss : f(G)]=2, 但 S4 的 12 阶 子 
群 只 有 44, 因 此 这 时 G 衬 A 

当天 = 己 时 ,P4dG, 从 而 G 只 有 唯一 的 西 罗 3- 子 群 P, 因 此 G 只 有 两 个 3 阶 
元 素 c 和 c?. 由 于 [G : Ce(c)] 等 于 c 的 共 罗 元 个 数 ,从 而 [G : Co(c)]=1 或 2， 
| Co(c) |= 12 或 6, 因 此 Ce(c) 中 必 有 2 阶 元 素 d, 令 a = cd = dc,a 是 6 阶 
元 素 ,于 是 (4) 为 G 的 正规 子 群 . 

取 b&g (a),b 关 1. bab-! = ai(0 过 i 过 5). 由 于 bab-: 为 6 阶 元 素 ,i = 圭 
1. 当 i=1 时 ,ba = ab,G 为 阿 贝 尔 群 ,因此 必然 bab-: = a"1, 即 ba = ab， 

再 由 b*€ (a) 得 b* = ai(0 之 j 二 5). 于 是 a’ = b* = baib™! = (bab™1)/ 
= oa 让 ,从 而 ao = 1,j = 0 或 3. 

当 j=0 时 ,b=1, G=(a, blas=b?=1, ba=a-!'b)=D;. 

当 j=3 时 ,G=(a, blas=1, b*=a’, ba=a!b)=T. 

我 们 需要 证 明 T 是 12 阶 群 .首先 , T 中 元 素 均 可 写成 a'b’i (0 人 < i<5,0<j 
委 1D), 从 而 | T | 过 12. 其 次 考虑 群 5; x Z 中 元 素 A = ((123),a?),B = ((12)， 
a)，, 其 中 a 是 世 的 生成 元 , 则 4s = 1, B* = A3, BA = 4 也, 直接 验证 A 和 B 
生成 12 阶 群 ,因此 了 是 12 阶 群 . 

最 后 还 需 证 明 D。，A4s 和 了 彼此 不 同 构 . 首先, T 中 有 4 阶 元 素 b, 而 De 和 
44 均 没 有 4 阶 元 素 , 从 而 T 不 同 构 于 De 或 44. 其 次 De 中 有 七 个 2 阶 元 素 a3， 
aib(0 过 i 过 5), 而 As 中 只 有 三 个 2 阶 元 素 (12)(34),(13)(24) 和 (14)(23). 从 
而 Ds 和 As 也 不 同 构 .证 毕 . 

于 是 我 们 得 到 表 1. 


。51 。 


近世 代数 引 论 OO OOC 


表 1 阶 数 <<15 的 群 


1Gi G 
阿 贝尔 群 | 。。 非 阿 贝尔 群 
4 {1} 
2 Do 
和 Zz 
4 2 
5 Zs 
6 De $3=D: 
7 ZZ 
8 ,2.077 DO 
9 2 
10 Do Ds 
和 Zu 
12 ZA@ 21,21 DasAi,T 
13 Zu 
14 Zu D; 
15 Zs 
习 题 


1. 分 别 求 D4 和 Qs 的 中 心 C(Ds) 和 C(Qs). 
2. 试 证 Qs 的 每 一 子 群 都 是 正规 子 群 . 
< 3. 确定 所 有 互 不 同 构 的 18 阶 群 和 20 阶 群 . 
4. 设 p,q 是 两 个 素数 ,p=q. 试 证 pg 阶 非 阿 贝尔 群 G 一 定 可 以 由 下 述 生 成 
元 和 定义 关系 给 出 : 
G=(a,b), ar= b=1, alba=b', 
其 中 rr? 三 1(mod q),r 关 1(mod q),p 整除 4 一 1. 
x*5. 设 书 是 奇 素数 . 试 证 p? 阶 非 阿 贝尔 群 G 可 以 由 下 述 生成 元 和 定义 关系 给 出 : 
(DG= (a,b),ar = br=1, blab= ar?,; 
(2)G= (a,b,c), ar = b?=c?=1,ca=ac,cb= bec,ab = bac. 


。52 。 


>) 第 1 章 群 


附录 1.1 可 解 群 


在 这 个 附录 中 我 们 简单 介绍 一 类 重要 的 有 限 群 :可 解 群 .这 个 名 称 来 源 于 高 于 
四 次 的 一 般 代数 方程 根 式 不 可 解 , 详 见 第 3 章 附 录 3.3. 

我 们 知道 ,多 数 的 群 都 是 非 交 换 的 .判别 一 个 群 是 否 为 交换 群 ( 阿 贝 尔 群 ) ,或 
者 与 交换 群 相近 的 程度 可 以 有 许多 种 方法 和 标准 . 比如 说 : 群 G 是 交换 群 当 且 仅 
当 C(G) = G. 所 以 群 G 的 中 心 C(G) 愈 大 , 即 中 心 元 素 愈 多 ,可 以 认为 G 愈 接近 
于 交换 群 .又 比如 说 :元 素 g€ G 是 中 心 元 素 当 且 仅 当 8 只 与 自身 共 绒 .所 以 有 限 
群 G 为 阿 贝 尔 群 , 当 且 仅 当 G 中 每 个 元 素 均 是 一 个 共 思 元 素 类 , 即 共 g 元 类 数 达 
到 最 大 值 | G1. 所 以 一 个 有 限 群 G 的 共 罗 类 数 愈 大 ,可 认为 愈 接近 于 阿 贝尔 群 . 现 
在 我 们 再 给 出 一 个 标准 .对 a, bE G, 定 义 G 中 元 素 [ae,b] = abe -pb ,叫做 4 
和 b 的 换 位 子 . 所 有 这 样 的 换 位 子 生成 的 群 G 叫做 G 的 换 位 子 群 ， 表示 成 G“. 由 
于 ab=ba 局 [a,b]=1, 因 此 G 是 阿 贝尔 群 当 且 仅 当 G =1. 群 G' 愈 大 , 则 不 为 
1 的 换 位 子 愈 多 ,表示 G 距 阿 贝尔 群 愈 远 . 

定理 1 (1) G'4G; 

(2) 若 Nd G, 则 G/N 是 阿 贝尔 群 售 G'<N. 

证 明 (1) 对 于 8g,a,b€G, 易 知 g[a,bjg '=[gag ,gbg !j. 所 以 
gG'g-1<G'. 于 是 G' 过 g-!1G'g. 由 于 8g 可 为 G 中 任意 元 素 , 所 以 也 有 G 入 
gG'g-1. 于 是 gG'g-!= G'( 对 每 个 gE G). 这 就 表明 G4 G. 

(2) 车 G/N 是 阿 贝 尔 群 , 则 对 每 个 a,b€ G,a 'b 1N=b-ia N, 于 是 
[a,b]=aba-1b-!1€EN, 即 G'<N. 特 别 地 ,G/G' 是 阿 贝尔 群 .反之 车 G'<N, 则 
G/N 和 /人 , 即 G/N 同 构 于 阿 贝尔 群 G1G/ 的 商 群 ,从 而 必 是 阿 贝尔 群 ,证 毕 ， 

现在 记 GO = G0,Ge = GV ,GO = GV (i>2). 于 是 得 到 G 的 一 个 
子 群 序列 

GPGOPGe PPGe Ge >…， 
其 中 每 个 G0 都 是 前 一 个 G4- 的 正规 子 群 - 

定义 1 群 G 叫做 可 解 群 ,是 指 有 n 之 1 使 得 G = {1). 

每 个 阿 贝尔 群 都 是 可 解 群 (因为 G" = {1}). 更 一 般 地 我 们 有 : 
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定理 2 (1) 可 解 群 的 子 群 和 商 群 是 可 解 群 ; 

(2) 如 果 NqG, 则 G 可 解 合 N 和 G/N 均 可 解 . 

证 明 (1) 设 f:G 一 HH 为 群 的 同 态 , 易 知 对 每 个 i 宇 1,f(Gm)<H" .并且 车 
了 是 满 同 态 , 则 f(G”)= HW"? .由 此 即 可 证 明 (1). 

(2) 由 (1) 知 寺 成 立 . 现 设 G/N 入 均 可 解 .考虑 正则 满 同 态 1: G 一 G/N. 
由 G/N 的 可 解 性 可 知 有 nn 使 得 f(G")= (G/N)"m={1), 即 GN. 由 NN 可 
解 知 G" 也 可 解 ,从 而 有 m 使 得 (Go ) om = {1}), 即 G"*" ={1). 于 是 G 可 解 . 
证 毕 . 

现在 我 们 给 出 可 解 群 的 另 一 种 判别 方法 . 

定义 2 设 群 G 的 有 限 多 个 子 群 组 成 的 子 群 列 G= GG1 宇 Gs 之 … 之 

Gr = (1). 其 中 Go= G,G，= {1}. 如 果 每 个 G, 均 是 Gi-; 的 正规 子 群 GI<i<m)， 
称 它 为 正规 列 . 如 果 正 规 列 中 Gi-1/Gi(1<i<<n) 均 是 单 群 ， 则 称 它 为 组 成 列 .一 
个 正规 列 叫做 是 可 解 列 ， 是 指 Ci-MVGiG 扫 i 委 总) 均 为 阿 贝尔 群 . 

定理 3 (1) 有限 群 G 必 有 组 成 列 ; 

(2) 群 G 是 可 解 群 会 G 有 可 解 列 . 

证 明 1) 由 群 的 同 构 定理 我 们 知道 , 若 N 4 G, 则 G/N 的 每 个 正规 子 群 都 
有 形式 H/N, 其 中 N4H4G. 所 以 当 GN 时 ,G/N 为 单 群 写 N 是 G 的 极 大 正 
规 子 群 ( 即 若 N<M4 G, 则 M= G). 现 设 G 是 有 限 群 . 则 G 必 有 极 大 正规 子 群 
G1, 于 是 G/Gi 为 单 群 .再 令 G, 为 G1 的 极 大 正规 子 群 ,…… 由 于 | G1 二 1G | 
1G:| 二 …, 而 G 是 有 限 群 .所 以 有 n 使 得 G， = {1}. 于 是 G>Gi >… 之 G， 就 是 
G 的 一 个 组 成 列 . 

(2) 若 G 可 解 , 则 有 nn 使 G"”={1}. 于 是 G 三 GD 二 … 二 Go = {1} 是 正规 
列 .由 于 G2/1G4? 均 是 阿 贝尔 群 ,所 以 这 是 可 解 列 .反之 , 若 群 G 存在 可 解 列 G 
= Go 之 G1 宇 … 宇 Gn,= {1). 则 G/G; 是 阿 贝尔 群 ,于 是 GW 过 Gi (定理 1). 同样 
由 G1/G; 为 阿 贝尔 群 可 知 GG 过 Gs. 由 此 归纳 可 得 G? 过 Gi. 所 以 Go 
三 Gn = 人 1), 即 G 是 可 解 群 .证 毕 . 

系 ”有限 群 G 是 可 解 群 当 且 仅 当 G 有 正规 列 G = Go > Gi D>… DG, = {1)， 
使 得 Gi/Giw1(0<i<n 一 1) 均 是 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 G 是 有 限 可 解 群 , 则 定理 3 表明 G 有 组 成 列 G = Gy > G BD.… 
PG = (1) ,不 妨 设 Ci 关 Gi(O<i 生 -1D.( 若 G;= Giw1, 则 去 掉 Gi,i 之 后 仍 
是 组 成 列 ). 于 是 Gi/Gi,1 是 单 群 并 且 Gi/Gin1 关 {1}. 特 别 地 G; 尖 {1}) (0<i<n 
一 了 .对 于 每 个 单 群 M 关 {1),M'4 M, 从 而 必然 M' = (1) 或 M' = M. 当 AM ={1} 
时 M 为 阿 贝尔 群 .而 当 M'= M 时 ,对 每 个 i>1 均 有 M =M 关 {1}), 从 而 MM 不 
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是 可 解 群 ,因此 若 Gi/Gi-1 是 非 阿 贝尔 的 单 群 , Gi/Giti 必 然 不 可 解 ,于 是 Ci 也 
不 可 解 ,因此 G 也 不 可 解 (定理 2). 这 与 假设 矛盾 .所 以 G;/Gi1 是 阿 贝尔 单 群 ， 
即 为 素数 阶 循环 群 (0<i<n 一 1). 反 过 来 ,车 G= Go > G1 D>…PGs,={1), 并 且 
Gi/Gin(0<i<n 一 1) 均 是 素数 阶 循环 群 ,由 定义 知 G 是 可 解 群 ,证 毕 . 

除了 阿 贝尔 群 之 外 ,我 们 还 可 举 出 一 些 可 解 群 的 例子 . 

例 1 设 D, 是 正 n 边 形 的 对 称 群 . 令 8 为 D。 中 n 阶 元 素 (例如 8g 是 绕 正 n 


边 形 的 中 心 旋转 经 角 的 运动 ), 则 刀 = a) 是 n 阶 循环 群 ,[D。: H]=2, 因 此 


是 D, 的 正规 子 群 ,而 ,> 五 >{1)} 为 可 解 列 , 即 D, 为 可 解 群 . 

例 2 设 |G|= pq, 其 中 p 和 gq 是 素数 ,P 二 4. 这 时 G 的 产 西 罗 子 群 互 是 G 
的 正规 子 群 ( 见 1.8 节 定 理 3 的 证 明 ), 1HI=p,GPH>{1) 是 可 解 列 ,因为 G/H 
和 HH/{1) 分 别 为 4 阶 和 p 阶 循环 群 .于 是 G 为 可 解 群 . 

英国 数学 家 Burnside 猜想 :每 个 奇数 阶 的 有 限 群 都 是 可 解 群 .这 个 猜想 在 
1963 年 由 W. Feit 和 J. Thompson 所 证 明 , 文 章 长 达 255 页 . 

尽管 可 解 群 是 比 阿 贝尔 群 广 的 一 类 群 ,我 们 仍然 有 不 可 解 群 的 例子 . 比如 说 ， 
每 个 非 阿 贝尔 单 群 都 是 不 可 解 的 ( 见 前 面 系 的 证 明 ). 下面 一 类 不 可 解 群 对 于 研究 
代数 方程 的 根 式 可 解 性 是 重要 的 . 

定理 4 ” 当 n 之 5 时 ,n 元 对 称 群 S。 不 可 解 . 

证 明 若 S, 可 解 , 则 其 子 群 4。 也 可 解 .但 交错 群 4,(m 壹 5) 是 非 阿 贝尔 的 
单 群 (1.6 节 定 理 4). 因 此 4。 不可解 .这 一 矛盾 表明 S,(n 壹 5) 不可解 .证 毕 ， 


习 题 
1. 证 明 Ss 和 S4 是 可 解 群 


2. 设 p,q,r 均 是 素数 (不 必 不 同 ). 试 证 pgr 阶 群 都 是 可 解 群 . 
3. 设 f:G 一 A 是 群 的 同 态 , 其 中 A 是 阿 贝尔 群 .证 明 G'<Kerf. 
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本 章 介绍 近世 代数 中 继 群 之 后 的 另外 两 个 基本 代数 结构 : 环 和 域 . 在 本 章 中 我 
们 只 讲述 环 和 域 的 一 些 基本 知识 ,进一步 的 学 问 则 属于 环 论 和 域 论 等 一 些 专门 
学 科 . 


2.1 基本 概念 


定义 1 环 是 一 个 集合 R 和 R 上 两 个 二 元 运算 (通常 表示 成 加 法 + 和 乘法 。) 
组 成 的 代数 结构 (R, + ,。) ,并 且 满 足以 下 三 个 条 件 : 

《1D CR， + ) 是 阿 贝尔 群 .这 个 加 法 群 的 么 元 素 表示 成 0 (或 者 简 记 为 0) ,叫做 
环 R 的 零 元 素 . 

(2) (R,，。) 是 半 群 .这 意味 着 R 中 乘法 运算 满足 结合 律 . 

(3) 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 . 即 对 任意 的 a,b,cER, 有 

al(b+c)=ab+tac, (b+c)a= ba+ca. 

注 记 如 果 只 是 前 两 个 条 件 , 那 么 R 不 过 是 具有 阿 贝尔 群 (R ,+ ) 和 乘法 半 
群 (R,，) 两 个 彼此 孤立 的 代数 结构 . 正 是 条 件 (3) 将 两 个 运算 用 分 配 律 联系 在 一 
起 ,从 而 形成 新 的 代数 结构 一 一 环 . 

如 果 环 R 还 满足 条 件 : 

(4) 对 所 有 a, bE€R, ab= ba. 
则 称 R 为 交换 环 .因此 ,这 里 “交换 ”二 字 是 表明 R 中 乘法 满足 交换 律 (因为 环 中 加 
法 永远 规定 有 交换 律 ). 另 一 方面 ,如 果 半 群 (R,， ) 具 有 么 元 素 , 即 如 果 

(5) 存在 元 素 ls € R ,使 得 对 每 个 元 素 a€ R, 1r a = als = a. 则 R 叫 含 么 
环 .元 素 1 (或 者 简写 为 1) 叫 做 环 R 的 么 元 素 . 

注 记 环 R 中 的 零 元 素 是 唯一 的 ,如 果 环 RR 有 乏 元 素 , 则 它 也 是 唯一 的 . 
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像 在 群 论 中 一 样 .对 于 正 整数 n, 记 n 个 a 相 加 为 na ,而 n 个 a 相 乘 为 a" ,由 
环 的 定义 我 们 首先 可 以 得 到 环 的 如 下 最 基本 性 质 : 
定理 1 设 R 为 环 . 则 
(1) 对 每 个 a€ R,0a=a0=0; 
(2) 对 每 个 a,b€ R， 
(-a)b = a(-b) =- (ab), (-a)(-b) = ab; 
(3) 对 于 ai, b;)€ER， 


(Da ) (Sb) = DD ibj; 
(4) 对 于 mnEZ，a， bER, 则 
(na)b = a(nb) = n(ab). 
证 明 (1) 04a = (0 +0)a = 0a +0a ,从 而 0a=0. 同 样 可 证 a0 = 0. 
(2)ab+(-a)b= (a+(-a))b=0.b=0, 从 而 (-a)b = -ab. 同样 
可 证 a(- b) =- ab. 最 后 (-a)(-b)=-ac-b)=-(-ab)=ab. 
(3) 利用 数学 归纳 法 可 将 分 配 律 推广 成 


(Da) = Baw, yo)= Bb 
于 是 


(Da) C30 )= Bl (So) = D2 eb 

(4) 由 (1)， (2) 和 (3) 推 出 . 证 毕 . 

定义 2 环 R 中 非 零 元 素 a 叫做 R 中 的 左 零 因子 ,是 指 存在 非 零 元 素 bE R， 
使 得 ab =0. 类 似 地 若 ba =0, 则 a 叫 环 R 的 右 零 因 子 .如 果 a 同时 是 左 零 因子 和 
右 零 因子 , 则 a 叫做 环 R 的 零 因子 . 

车 R 为 交换 环 , 易 知 R 中 每 个 左 (或 右 ) 零 因子 均 是 零 因子 ,从 而 左 零 因子 、 右 
零 因 子 和 零 因 子 这 三 者 是 一 回 事 . 

定义 3 设 R 是 含 么 环 .R 中 元 素 a 叫做 左 可 逆 的 ,是 指 存在 cE R 使 得 ca = 
1, 这 时 c 叫做 元 素 a 的 左 逆 . 类 似 地 可 以 定义 右 可 逆 和 右 逆 .如 果 a 同时 左 可 逆 和 
右 可 道 , 则 a 是 乘法 含 么 半 群 (R,， ) 中 的 可 逆 元 素 ,从 而 a 具有 唯一 的 乘法 逆 元 
素 a'. 环 R 中 的 可 逆 元 素 e 通常 叫做 环 R 中 的 单位 (unit). 含 么 环 R 中 的 全 体 单 
位 形成 乘法 群 (第 1 章 1.2 节 定理 ), 叫 做 环 R 的 单位 群 ,表示 成 UCR). 

若 R 是 含 么 交换 环 , 则 左 可 逆 , 右 可 逆 和 可 逆 这 三 个 概念 是 一 致 的 . 

定义 4 设 尺 为 含 么 交换 环 ,并 且 0 天 1. 如 果 环 R 没有 零 因子 , 则 R 叫做 整 
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环 (Domain). 设 R 为 含 么 环 并 且 0 天 1. 如 果 R 中 非 零 元 素 都 是 单位 , 即 UCR ) = 
R 一 {0}, 则 R 叫做 体 (Skew-field) .如 果 体 又 是 交换 环 , 则 叫做 域 (Field). 

由 上 述 定义 可 知 : 

(1) 整 环 、 体 和 域 中 至 少 包含 两 个 元 素 :0 和 1; 

(2) 含 么 环 R 为 体 的 充 要 条 件 是 R 的 非 零 元 素 全 体形 成 (乘法 ) 群 ; 

(3) 每 个 域 都 是 整 环 ,因为 可 逆 元 素 不 能 是 零 因 子 . 

现在 我 们 给 出 环 的 一 些 具体 例子 . 

例 1 R={0}), 即 由 一 个 零 元 素 构 成 的 环 ,叫做 零 环 .我 们 对 这 种 环 不 感 兴趣 ， 
即 通常 总 假定 R 不 是 零 环 . 

例 2 n 阶 实 方 阵 全 体 对 于 通常 的 矩阵 加 法 和 乘法 形成 含 么 环 ,叫做 n 阶 实 
方 阵 环 ,表示 成 M, (R) , 零 元 素 为 n 阶 零 方 阵 , 么 元 素 为 n 阶 单位 方 阵 I, .类 似 可 
定义 有 理 矩 阵 环 M, (Q) , 复 矩 阵 环 M, (C) 等 . 当 站 达 2 时 , 易 知 它们 均 不 是 交 
换 环 . 

更 一 般 地 ,对 于 任意 环 R ,我 们 仍旧 像 通常 那样 定义 元 素 属于 R 的 两 个 n 阶 
方 阵 的 加 法 和 乘法 ,可 以 直接 验证 全 体 这 种 n 阶 方 阵 形成 环 ,叫做 环 R 上 的 n 阶 
方 阵 环 ,表示 成 M,(R). 如果 环 R 有 么 元 素 1 , 则 环 M,(R) 也 有 么 元 素 Th = 
lr 
.进而 ,如 果 R 是 交换 环 ,我 们 可 以 定义 方 阵 4 = (ai) € Mn(R) 的 行 


lr 
列 式 
detA = >)sgn(o)aioa…anotm， 


o€5, 


基于 环 R 的 乘法 交换 性 ,我 们 可 以 看 出 det A 仍 具 有 行列 式 通常 那些 性 质 .例如 : 

(1) (det A)(detB) = det(AB); 

(2) A(adjA) = (adjA)A = (det A) I,. 
其 中 adj4 表示 4 的 伴随 方 阵 , 即 adj4 = (Ai) ,而 4 是 4 中 元 素 a; 的 代数 余 
子 式 . 上 面 (1) 式 表明 , 当 R 为 含 么 交换 环 时 ,行列 式 映射 

det:M。 CR) 一下， 4hrdet4 
是 乘法 半 群 的 同 态 ( 并 且 易 知 这 是 满 同 态 ). 因此 车 A 是 环 M, (R) 中 的 单位 , 则 
det A 也 是 环 R 中 的 单位 (为 什么 ?). 反 之 ,如 果 detA € UC(R) , 则 由 上 面 的 (2) 式 
可 知 (det4)-iadj4 是 A 的 逆 元 素 , 即 4E U(M,(R)). 这 就 完全 决定 了 和 矩阵 环 
M.(R) 的 单位 群 (其 中 R 为 含 么 交换 环 ): 
UCM,(R)) = {A € M,(R) | detA € U(R)}. 
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乘法 群 UCM, (R)) 叫做 含 么 交换 环 R 上 的 次 一 般 线性 群 ,表示 成 GLCn,R)， 
例如 GLCn,Z) = {4 € Ms(Z) | det A = 士 1), 而 对 任意 域 F, GL(n,F) = 
{A € M,(F) | detA #0). 

例 3 设 n 为 正 整 数 . Z。= Z/nZ 对 于 在 模 n 同 余 类 上 定义 的 加 法 和 乘法 形 
成 含 么 交换 环 ,叫做 模 n 同 余 类 环 . 当 nm 之 2 时 , 它 不 是 零 环 ,如 果 以 & 表示 同 余 类 
a + nZ, 不 难 证 明 : 

U(Z,) = {a | (a,n) = 1}. 

当 n 为 素数 时 ,ZZ 为 域 (习题 ). 而 当 n 不 为 素数 时 ,Z， 甚至 不 是 整 环 ( 即 有 零 
因子 ). 

例 4 设 R 是 任意 环 ,以 R[z] 表 示 系 数 属于 R 的 多 项 式 f(x) = ao + ouix + 
+ anx" 所 构成 的 集合 .我 们 可 以 像 通常 那样 定义 多 项 式 加 法 和 乘法 , 即 


(Daw')+ (Dow')= Da, + bi)x', 


(Dax) (Bom)= ew', 
其 中 ck = >) aib). 可 以 直接 验证 R[z] 由 此 形成 环 ,叫做 环 R 上 的 多 项 式 环 .如 
i+j=k 


果 R 为 交换 环 , 则 R[x] 也 是 交换 环 .如 果 环 R 有 么 元 素 1, 则 1 也 是 环 RLx]j 的 么 
元 素 .类 似 地 还 可 定义 多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 R[xi ,x2，…,x,]. 我 们 在 2.5 节 中 
还 要 对 多 项 式 环 作 专 门 研究 . 
例 5 有 理 数 全 体 Q 对 通常 运算 形成 域 , 叫 有 理 数 域 .类 似 有 实数 域 R 和 复数 
域 C. 现在 我 们 给 出 体 的 例子 . 设 i,j,k 是 三 个 数学 符号 ,RR 为 实数 域 .以 H 表示 
集合 
{ao + aii+ aaj+ ask | ai E R,0<i<3). 
可 中 元 素 a=ao+ari+t azj+ ask 和 有 = bo+ bii+ bsj+ bsk 相等 , 当 且 仅 当 ai= 
bi (0<i<3). 在 集合 昌 上 自然 定义 加 法 ( 按 分 量 相 加 ); 
a+B= a+ bo) + a+ bit (Cas + ba)j+ Cas+ bk, 
而 乘法 则 定义 为 
ri=ir,rj=jr,rk=kr (对 于 r € R), 
== =-1,=-i= kk=-kj=i,ki=-k=j 
然后 用 分 配 律 和 结合 律 将 乘法 扩大 到 整个 昌 上 , 换 句 话说 ， 
a* B=aobo ~ aibi— azbs— asbs+ (aobi+aibo+ asbs 
~ asab2)it (aobz + azbo + asbi — aib3)j+ (aobs+ asbo 


。59 。 


近世 代数 引 论 OOOO 


+ alba ~ azbi)k. 
请 读者 验证 ,集合 对 于 如 此 定义 的 加 法 和 乘法 形成 含 么 非 交换 环 . 进而 ,对 于 元 
素 c=ao+aii+azj+ask, 定 义 吉 = ao - aii 一 42j 一 ask E H. 并 且 令 NCa) = 
az， 则 不 难 验证 NC(a) = aa = af + af+a3+a3€R. 从 而 a = 0 N(a) =0， 
而 当 a 关 0 时 ,a/N(a) 是 a 的 逆 元 素 .这 就 表明 互 是 体 .由 于 了 不 是 交换 环 ,从 而 
HH 不 是 域 .H 叫做 实 四 元 数 体 . 

例 6 令 Q[V-1i]={a+bV-1lla,beQ). 这 是 复数 域 的 于 集合 . 对 于 复数 
通常 的 运算 QLV 一 了 是 封闭 的 .因为 车 a=a+b V=T, B=c+d V-1i, a, b, 
Crd€EQ, 则 a+B= (a+c)+(b+d) Vili 和 aB = (ac- bd)+(ad+ 
bc) V=- 工 也 属于 QLV 二 如 . 于 是 QLV= 了 ] 是 含 么 交换 环 .进而 ,对 于 a = a + 
bV-1TEQLY-1, 令 a = a -bYV-T( 复 共 f), 则 NGCa) = oz = ze = oz+ 
多 EQ, 于 是 “天 0 后 NGa) 天 0, 并 且 当 天 0 时,a 为 环 QLV= 了 中 可 逆 元 素 ， 
其 逆 为 5/NCa) = em- vV-ITeQLvDT. 这 就 表明 QLV= 了 对 于 


a:+b’ 
通常 复数 加 法 和 乘法 运算 形成 域 . 

类 似 可 证 ZL[V- IJ = {a + b V-1|a, bE 2Z) 是 含 么 交换 环 , 它 是 整 环 但 
不 是 域 (习题 ). 

定义 5 设 5 是 环 R 的 子 集合 .如 果 5 本 身 对 于 环 R 中 的 运算 也 是 环 , 则 称 8 
是 R 的 子 环 .如 果 5S 对 于 R 中 运算 是 体 或 域 , 划 8 叫做 R 的 子 体 或 子 域 . 

和 群 论 中 子 群 的 情形 类 似 ,为 了 证 明 $ 是 R 的 子 环 ,只 需 证 明 5 对 于 R 中 的 
运算 是 封闭 的 , 即 若 a,b E 5, 则 a + b,ab€ 5. 

例 7 偶 整数 环 2Z 是 整数 环 Z 的 子 环 .而 Z 又 是 有 理 整 数 域 Q 的 子 环 . 
M。(Q) 是 M,(R) 的 子 环 .Q 是 环 Q[Lxj] 的 子 域 .Z[V 一 了 是 域 QLV 了] 的 子 环 .每 
个 环 R 均 是 多 项 式 环 R[x] 的 子 环 . 

例 8 设 SCiE 7) 均 是 环 R 的 子 环 , 则 它们 的 交 站 ]S, 也 是 R 的 子 环 . 

例 9 设 $ 是 整数 环 Z 的 子 环 , 则 $ 必然 是 Z 的 加 法 子 群 .由 群 论 知 
S = nZ(n 二 0) ,而 易 知 每 个 nZ 均 是 子 环 , 从 而 Z 的 全 部 子 环 为 {(nZ |m 之 0}， 

例 10 每 个 环 均 有 两 个 平凡 子 环 : 零 环 (0) 和 环 R 自身 . 

和 群 论 一 样 ,为 了 将 不 同 的 环 加 以 比较 ,我 们 常常 需要 从 一 个 环 到 另 一 个 环 的 
映射 并 且 保持 环 的 运算 ,这 就 是 环 的 同 态 . 

定义 6 设 R 和 5 为 环 .映射 f:R-~S 为 环 的 同 态 ,是 指 对 每 个 a,b E R， 
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fla+b)= fla)+fb), flab) = Fa)FCb). 

注意 由 第 一 式 表明 环 的 同 态 必然 是 加 法 群 的 同 态 . 从 而 f(0r)=0s, f(-a)= 
一 f(e). 如 果 环 同 态 了 是 单 射 ( 满 射 ), 则 了 叫 单 同 态 ( 满 同 态 ) ,如 果 了 是 一 一 对 应 ， 
则 了 叫 环 的 同 构 . 这 时 表示 成 f:R 信 5, 而 R 和 5 叫做 同 构 的 环 .如 果 f7!:S->R 
是 f 的 逆 映 射 , 不 难 证 明 广 :也 是 环 的 同 构 . 又 若 f:R -> 5,8:5 一 工 均 是 环 的 同 
构 , 则 gf:R 一 T 也 是 环 的 同 构 ,这 表明 环 的 同 构 是 等 价 关系 .在 环 论 中 ,彼此 同 构 
的 环 看 成 是 同一 个 环 . 环 论 的 最 基本 问题 是 (具有 特定 性 质 ) 环 的 同 构 分 类 . 它 比 群 
的 分 类 往往 还 要 复杂 . 

环 R 到 自身 的 同 态 和 同 构 叫做 环 R 的 自 同 态 和 自 同 构 .不 难看 出 , 环 R 的 全 
部 自 同 构 形成 群 , 叫 环 R 的 自 同 构 群 ,表示 成 Aut(R) .决定 环 R 的 自 同 构 群 是 环 
论 又 一 个 基本 问题 . 

设 f:R 一 5 是 环 的 单 同 态 .于 是 对 于 R 中 不 同 的 元 素 a, b, 像 f(a) 和 f(b) 
是 5 中 不 同 的 元 素 .因此 CR) 是 S 中 的 子 环 并 且 同 构 于 R. 通 过 单 同 态 有 我们 可 
以 把 环 R 看 成 是 $ 中 的 子 环 疙 R), 即 把 R 中 元 素 等 同 于 8 中 元 素 f(a). 因 此 , 环 
的 单 同 态 f 也 称 作 环 R 到 环 $ 中 的 风 入 . 

如 果 f:R 一 5 是 环 的 满 同 态 ,并 且 R 和 S 均 有 么 元 素 , 则 (DGln) = 1s; 
(iDa E U(R)=>f(a) EU(S) ,并 且 fa- = f(a)-1 (习题 6). 特 别 车 R 和 5S 均 
是 体 或 域 .而 f:R 一 5 为 环 同 构 时 , (i) 和 (ii 是 成 立 的 .这 时 称 了 为 体 同 构 或 域 同 
构 . 类 似 可 定义 体 ( 域 ) 的 嵌入 , 体 ( 域 ) 的 自 同 构 群 等 等 . 

例 11 nm 二 0, 正则 映射 Z -~Z/mZ, 大 > 天 是 环 的 满 同 态 ,其 中 大 表示 天 的 模 
n 同 余 类 . 

例 12 每 个 环 R 同 构 于 1 阶 方 阵 环 M1(R). 而 当 1<n<m 时 ,可 以 有 很 多 
方式 将 环 M,。(R) 几 到 环 Mn。(R) 之 中 .最 后 ,R 还 可 以 用 “对 角 ” 嵌 入 arr al, 而 
成 为 M,(R) 的 子 环 . 

例 13 设 C 为 复数 域 ,H 为 前 面 的 实 四 元 数 体 . 则 映射 f:C>H, a +b VI 
FP> a + bi+0j+0k 是 环 的 嵌入 .从 而 C 可 看 成 是 了 的 子 域 .将 C 赃 成 也 的 子 域 可 
以 有 无 限 多 种 方式 (这 是 由 于 x*+1=0 在 昌 中 有 无 穷 多 解 !). 

例 14 映射 9:Z[xJ>Z[V 一 了 ], f(x)r>f(V 一 了 是 环 的 满 同 态 ,但 不 是 单 
同 态 ,因为 在 多 项 式 环 Z[x] 中 x*+1 关 0, 但 是 p(x?+1)=(V-1)*+1=0= 
9(0). 另 一 方面 ,请 大 家 证 明 Z[V 一 了 不 能 嵌 成 Z[x] 的 子 环 ( 因 为 x* = -1 在 环 
Z[LxJ 中 无 解 !). 

例 15 设 环 R 没有 乏 元 素 .2Z 为 整数 环 .考虑 集合 $=RXxXZ 有 ,并 且 如 下 定义 : 
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(riski) + (rz2,k2) = (ri + r2,k1 + k2), 
risk) raskzs) = Crirz + kar + kirs, kikz). 
请 读者 直接 验证 :5 对 于 如 此 定义 的 加 法 和 乘法 是 含 么 环 . 么 元 素 为 ly = (0,1). 作 
映射 
f:R—S5, ri>(r,0). 
不 难 证 明 这 是 环 的 嵌入 .这 个 例子 表明 :任何 不 含 么 元 素 的 环 均 可 媒 到 含 么 环 中 . 
例 16 “现在 确定 一 些 环 或 域 的 自 同 构 群 . 设 太 Z->Z 为 环 的 自 同 构 . 则 必然 有 
f(0) =0,f(1) =1. 从 而 对 每 个 正 整 数 n， 
fm= FL+1+…+1) = f0) +f0) + +f0) 
=nf(1)=n*.1=n. 
于 是 一 n)= 一 f(n)= 一 n. 这 就 表明 : 环 Z 只 有 恒 等 自 同 构 , 即 Aut(2Z) = {1). 
类 似 地 , 设 ? 是 域 Q 的 自 同 构 , 则 上 面 的 推理 表明 p(n) = n( 对 每 个 n€2). 
但 是 域 同 构 有 性 质 9 (Cm!) = f(m)"!'( 对 于 0 隆 m EZ). 从 而 对 于 每 个 有 理 数 
n/m(m¥0mn EZ), Pn/m) = pn om) = p(n)pm)! = n/m. 
于 是 有 理 数 域 Q 也 只 有 恒 等 自 同 构 . 
实数 域 R 的 自 同 构 也 只 有 一 个 (习题 ) ,但 是 复数 域 的 自 同 构 有 (不 可 数 地 ) 无 
穷 多 个 .例如 “ 复 共 罗 >a + bV=I hra-bV=I(a,bER) 便 是 C 的 一 个 非 恒 等 
自 同 构 . 


习 题 


%1. (1) 给 出 例子 表明 含 么 环 中 ,一 个 左 可 逆 元 素 可 以 具有 多 于 一 个 左 逆 ; 

(2) 如 果 a 是 含 么 环 中 左 可 逆 元 素 , 并 且 a 不 是 右 零 因子 , 则 a 只 有 唯一 的 
左 逆 . 

2. 设 a 是 环 R 中 非 零 元 素 , 求 证 : 

(1) a 不 是 R 中 左 零 因子 的 充 要 条 件 是 :b, cE R, ab=ac, 则 b=cs 

(2) a 不 是 R 中 右 零 因子 的 充 要 条 件 是 :b, cER, ba=ca, 则 b=c. 

3. 设 nm 之 2 为 正 整数 .求证 ; 

(1) 环 Z。 中 元 素 丈 可逆 的 充 要 条 件 是 Ca ,Pa) =1; 

(2) 车 p 为 素数 , 则 Zi 为 域 . 若 n 汪 2 不 为 素数 , 则 Z。 不 是 整 环 . 

4. (1) 确定 环 Z[V 一 了 的 单位 群 ,并 证 明 此 环 为 整 环 但 不 是 域 . 

(2) 对 于 环 Z[LV -3]={a+b VV-3|a,bEZ} 作 同样 事情 . 


二 
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5. 设 尺 和 8 均 为 含 么 环 .0s 天 1s， 太 :R-~S 为 环 的 满 同 态 . 则 
(GD fr) = 1s; 
(2) 如 果 aE U(R), 则 f(a) EUGS) ,并且 Fa-1) = Fe) 1， 
“6. 设 4 是 阿 贝尔 群 ,End(4) 是 群 A 的 全 部 自 同 态 构成 的 集合 .对 于 f,g€ 
End(4) ,定义 
(f+g)(a) = f(a)+ g(a), (f» g)(a) = f(g(a)) (a € A). 
求证 End(4) 对 于 上 述 运算 是 含 么 环 . 
7. 设 G 是 乘法 群 ,R 为 环 .定义 集合 
RLG] = { Zarilrs E R, 并 且 只 有 有 限 多 个 rs 天 0}. 
fe6 
在 集合 RELG] 上 定义 
Drigt Disg= Dreti)g, (Prig)(Disg)= DSig, 
se6 Se6 je6 EE6 bag 


gEG 

其 中 Se = D3 rete’. 

(1) 求证 ;上面 定义 的 加 法 和 乘法 是 集合 REG] 中 的 二 元 运算 ,并 且 REG] 册 
此 形成 环 (叫做 群 G 在 环 R 上 的 群 环 ); 

(2) R[G] 是 交换 环 坊 R 是 交换 环 并 且 G 是 阿 贝尔 群 ; 

(3) 如 果 环 R 有 么 元 素 la ,而 群 G 的 单位 元 素 为 e, 则 lve 是 群 环 R[G] 的 么 
元 素 ; 

(4) 可 以 将 R 自然 地 看 成 是 RLG] 的 子 环 . 

8. 求证 Q[Y]= {a+bVY2la, bEQ) 是 实数 域 恨 的 子 域 . 

9，(1) 确定 Z 的 全 部 子 环 (其 中 m 为 正 整数 ); 

(2) 确定 Q 和 Q[V2] 的 全 部 子 域 ; 

(3) 确定 Aut(QLV2])，Aut(Z。). 

10. 设 fEAut(R),a,BER. 求 证 ; 

(D a>0=>f(0)>0; 

(2) a>B> f(a)>fB); 

(3) Aut(R) = {1}. 

11. 你 能 将 复数 域 C 嵌 到 环 Ma(R) 中 吗 ? 

12. 设 R 为 环 ,a€ RR. 求证 {rE Rira=ar) 为 R 的 子 环 . 

13. 若 f:R>S 是 环 的 同 态 , 求 证 fCR) = {f(r) | rE R}) 是 5 的 子 环 . 

14. 设 UU 是 一 个 集合 .5 是 U 的 全 部 子 集 构成 的 集 族 , 即 $= {VIVCU). 对 
于 A, BES, 定 义 
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4-B={(cEUlcE4,ckB)}， 
A+B= (A-B)U(B-A), A.B=ANB. 
求证 (S, + ，。) 是 交换 环 ; 环 S 是否 有 么 元 素 ? 

15. 设 R 为 环 .如 果 每 个 元 素 CE R 均 满 足 a? =a, 称 R 为 布尔 (Boole) 环 . 
求证 ， 

(1) 布尔 环 R 必 为 交换 环 , 并 且 a +a = 0R( 对 每 个 aER); 

(2) 习题 14 中 的 环 8 是 布尔 环 . 

16. 设 尺 是 有 限 整 环 , 并 且 | 尽 | 之 2, 则 R 必 为 域 . 

zw 

17. 人 ZLZ=|(_: 2?) 
并 且 同 构 于 实 四 元 数 体 H. 

18. 整数 环 乙 的 加 法 群 自 同 构 是 否 一 定 为 环 的 自 同 构 ? 

19. 环 R 中 元 素 a 叫做 宕 零 的 ,是 指 存在 正 整数 m ,使 得 a” =0. 

(1) 求证 : 当 R 为 交换 环 时 ,车 a 和 已 均 为 宕 零 元 来 , 则 a + b 也 是 敌 零 元 素 . 

(2) 如 果 R 不 为 交换 环 ,(1) 中 结论 是 否 仍旧 成 立 ? 

*20. 设 a,b 是 含 么 环 R 中 的 元 素 . 则 1- ab 可 逆 抱 1- ba 可 逆 . 
*21. 含 么 环 中 某 元 素 若 有 多 于 一 个 右 逆 , 则 它 必然 有 无 限 多 个 右 逆 . 

22. 以 CCR) 表 示 全 部 连续 实 函数 f:R -~ R 组 成 的 集合 .定义 (f +8)(a) = 
fla) + g(a), (fg)(a) = f(a). g(a). 对 于 ff， gEC(R), a ER. 求 证 C(R) 
由 此 成 为 含 么 交换 环 .试问 CC(R) 是 否 为 整 环 ? 是 否 有 宪 零 元 素 ? 确定 环 C(R) 的 
单位 群 . 

23. 设 DD 为 有 限 体 .求证 elzl = &( 对 每 个 wEDD). 

24. 设 G 是 二 元 群 . 试 确定 群 环 Z[G] 的 单位 群 . 


weEC| ,关中 四 为 w 的 共 辑 复数 .求证 :是 体 ， 


2.2 环 的 同 构 定 理 


环 的 同 态 映 射 是 研究 环 的 性 质 和 联系 的 最 基本 工具 .为 了 发 挥 同 态 的 威力 , 需 
要 引入 两 个 新 的 概念 :理想 和 商 环 . 


环 论 中 理想 的 概念 相当 于 群 论 中 的 正规 子 群 ,大 家 知道 ,正规 子 群 的 引入 是 为 
了 构 作 商 群 ,类 似 地 , 设 5 是 环 R 的 子 环 , 则 8 是 阿 贝尔 加 法 群 尺 的 子 群 ,于 是 有 
。64 。 


) 第 2 章 环 和 域 


加 法 商 群 R/S. 我 们 希望 在 R/S 上 自然 地 定义 乘法 ,使 得 R/S 为 环 . 所谓 “自然 ” 
定义 乘法 , 即 是 希望 地, = ab. 这 里 过 到 两 个 问题 :首先 ,这 个 乘法 是 否 可 以 定 
义 , 即 是 否 不 依赖 陪 集 代表 元 的 选取 ? 其 次 , R/S 对 于 加 法 a + 5 =a+b 和 乘法 
UW。，5 =ab 是 否 形成 环 ? 下面 引 理 表明 ,为 了 做 到 这 些 , 需 要 对 子 环 加 上 进一步 的 
条 件 . 
引 理 设 5 是 环 R 的 子 环 .为 了 使 加 法 商 群 R/S 对 于 乘法 5 .5 =ap 是 环 ， 
其 充 要 条 件 是 $ 满足 以 下 要 求 : 

对 于 每 个 rER 和 a€5,ra€5S 并 Har€S. (*) 

证 明 如 果 R/S 对 于 加 法 a+6b=a+b 和 乘法 4a， b=ab 是 环 , 则 当 rER， 
aES 时 , a =0, 从 而 0=0. r=a。7=a7, 于 是 ar€ 5. 同 样 可 证 ra€s. 

反之 , 若 引 理 中 条 件 ( * ) 成 立 .我 们 先 证 乘法 的 可 定义 性 . 即 要 证 : 若 &=a”， 
5=b , 则 a5=a%b". 这 是 因为 : 当 4=@ ,=D 时 , a -a’ES,b-b'ES, 由 条 
件 (* ) 可 知 ab-a%b’=(a-a b+a'(b-b')ES, 因 此 B=a%b". 进 而 得 证 R/ 
5 由 此 形成 环 , 即 要 验证 乘法 结合 律 和 加 法 与 乘法 的 分 配 律 ,这 些 都 是 很 容易 的 . 
例如 :a(b+e)=a(b+c)=a(brtc)=abtac=abtac=abtac=a(b+ 
“<) 等 .证 毕 . 

定义 1 满足 引 理 中 条 件 (* ) 的 子 环 8 叫做 环 R 的 理想 . 换 句 话说 , 环 R 的 
子 集 $ 叫做 R 的 理想 ,是 指 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) 如 果 a，bE3S, 则 at+pbpES; 

(2) 如 果 rER, a€5, 则 ar, ra€5. 

设 4 是 环 R 的 理想 ,根据 上 述 引 理 ,集合 R/A 对 于 自然 定义 的 加 法 和 乘法 形 
成 环 ,叫做 R 对 于 理想 A 的 商 环 . 

例 1 每 个 非 零 环 R 均 有 两 个 平凡 的 理想 , 即 零 理想 (0) 和 环 R 自身 .只 有 平 
凡 理 想 的 环 叫做 单 环 .不 难 证 明 : 含 么 环 R 的 理想 1 若 含 有 R 中 单位 , 则 1=R. 由 
此 可 知 体 和 域 均 是 单 环 . 

例 2 我 们 已 经 知道 ,整数 环 Z 的 子 环 均 有 形式 mZ(m 宇 0) 不 难 验证 它们 都 
是 环 Z 的 理想 ,从 而 这 也 是 Z 的 全 部 理想 . 

例 3 设 (4,|1ic 六 为 环 尺 的 一 些 理想 , 则 它们 的 交 A; 也 是 R 的 理想 . 

定义 2 设 XX 是 环 R 的 一 个 子 集合 , 环 R 中 包含 X 的 最 小 理想 称 作 由 集合 
生成 的 理想 ,并 且 表 示 成 (X). 

根据 上 面 的 例 3, 可 知 (站 ) 即 为 包含 X 的 所 有 理想 之 交 . 另 一 方面 ,由 于 (XX) 
作为 环 R 的 理想 显然 包含 下 面 的 一 些 集合 : 
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日 


1 
Ee | ER, zeEX,n21i 
i=1 


Drixir’ | rie Rs a EX, n 二 1}. 


如 果 我 们 定义 X + XX2 +… 十 XX。 = {Xi 十 x2 十 十 xn|Xi1EXi,1<i<n), 易 验证 
ZX+ RX + XR + RXR 已 形成 环 R 的 理想 .所 以 , 它 也 就 是 由 XX 生成 的 理想 
(X), 即 
(X)= ZX+RX+ XR+ RXR. 
如 果 R 是 交换 环 , 则 RX = XR 二 RXR. 从 而 (X) =ZX+ RX. 如 果 R 是 含 么 交换 
环 , 则 ZXCRX, 从 而 (X) = RX. 
定义 3 由 一 个 元 素 xE R 生成 的 理想 (x) 叫 做 环 R 的 主 理想 .如 果 R 是 整 
环 ( 即 没有 零 因 子 的 含 么 交换 环 ) ,并 且 R 的 每 个 理想 都 是 主 理想 (x) = xR, 则 R 
叫做 主 理想 整 环 , 简 记 作 PID (Principal Ideal Domain). 
上 面 例 2 表明 整数 环 Z 为 PID. 
现在 我 们 证 明 环 论 中 的 同 构 定理 .它们 和 群 论 中 的 同 构 定理 是 很 相似 的 . 设 R 
和 5 为 环 f:R 一 5 是 环 的 同 态 .集合 
Imf = f(R)= {f(r)|reR)} 
叫做 同 态 f 的 像 ,而 集合 
Kerf = 广 (0) ={rERIr) = 0} 


叫做 同 态 了 的 核 . 

定理 1( 第 一 同 构 定 理 ) 如果 f:R 一 S 是 环 的 同 态 , 则 Kery 为 环 R 的 理想 ， 
并 且 映 射 

f:R/Kerf — S， r=f(r) (reR) 
是 环 的 单 同 态 ( 嵌 入) ,其 中 表示 商 环 R/Kerf 中 的 元 素 r + Kerf. 特 别 地 ,我 们 
有 环 的 同 构 : 
f:R/Kerf Imf. 

证 明 首先 ,我 们 在 群 论 中 已 知 Kerf 是 R 的 加 法 子 群 .其 次 , 若 rE R, a€ 

Kerf, 则 fCra) = fr) f(a) = f(r)…0=0, 同样 地 f(ar)=0. 因 此 ra, ar € 
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Kerf. 这 就 表明 Kerf 是 环 R 的 理想 . 

我 们 在 群 论 中 已 经 证 明了 映射 了 的 可 定义 性 ,并 且 是 加 法 群 同 态 .再 由 于 
Fr 2 7) = F077) = fr = fn f(r) = Fr)FGr) (对 于 r, 六 ER)， 即 知 
了 是 环 的 同 态 .最 后 ,我 们 在 群 论 中 已 经 证 明了 了 是 单 射 .并 且 了 :R/Kerf 信 Imf 
是 一 一 对 应 ,从 而 是 环 的 同 构 .证 毕 . 

定理 2 设 1 和 J 是 环 R 的 理想 , 则 

(1) (第 二 同 构 定理 ) 

ND 衬 (I+ /J ( 环 的 同 构 ). 
(2) (第 三 同 构 定理 ) 如 果 ICJ, 则 


(RID~R 9 
/Dy ( 环 的 同 构 ). 


证 明 (1) 首先 ,容易 验证 1+ J 是 R 的 子 环 ,J 是 1+J 的 理想 . 作 映 射 
f:I—= (T+ DD)/), amrma=a+J. 
我 们 在 群 论 中 已 证 明 这 是 加 法 群 的 满 同 态 .事实 上 这 是 环 的 满 同 态 ,因为 f(ab) = 
ab+J = (ae+J)CD+J) = f(a)f(b) (对 于 a,bE7D), 由 于 Kerf=INJ, 从 而 
INnJ 是 R 的 理想 ,并 且 由 定理 1 即 知 环 I/ 门 / 同 构 于 (T+)/J. 

(2) 的 证 明 类 似 . 

定理 3 设 了 是 环 尺 的 理想 ,以 N 表示 商 环 R/T 的 所 有 理想 构成 的 集合 , M 
表示 环 R 中 包含 1 的 所 有 理想 构成 的 集合 . 则 映射 

f:M>N, JrhrJ/T 
是 从 M 到 N 之 上 的 一 一 对 应 . 

证 明 我们 仍旧 利用 群 论 中 的 结果 .以 N' 表 示 R/I 的 所 有 加 法 子 群 构成 的 集 

合 ,以 M' 表 示 R 中 包含 1 的 所 有 加 法 子 群 构成 的 集合 ,在 群 论 中 已 经 证 明了 
fiM>N’, JPrI/I 
是 一 一 对 应 ,从 而 我 们 只 需 再 证 明 :J 是 R 的 理想 近 J/T 是 R/T 的 理想 . 

车 是 R 的 理想 ,并 且 J 之 六 ,由 定理 2 的 (2) 即 知 J/I 是 R/T 的 理想 .反之 ， 
R/I 的 每 个 理想 都 是 R/T 的 加 法 子 群 ,由 群 论 知 必然 有 形式 J/1, 其 中 J 是 R 的 
加 法 子 群 ,并 且 J 己 1, 由 于 J/T 是 R/T 的 理想 ,从 而 有 商 环 (R/1)/(J/7), 作 映射 

fiR>R/ID/YI/D; reprf(r)= r+(/D, 
其 中 表示 7 在 R/T 中 的 自然 同 态 像 , 易 证 是 环 的 同 态 , 并 且 Kerf= J 了 .从 而 J 
是 R 的 理想 .这 就 证 明了 定理 3. 
例 4 设 xcER( 实 数 域 ) , 作 映 射 
9:R[Lx]—R, fx) f(a). 
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不 难 验证 9 是 环 的 满 同 态 . 另 一 方面 ,从 中 学 代数 就 知道 :实数 a 是 多 项 式 f(x) € 
RLx] 的 根 兮 f(x) 可 被 x -a 整除 .因此 
Kerp= {f(x) € R[x] | f(a) = 0} 

= {f(x) € R[x]| (x -a) | fox)} 

= (x 一 4a) (表示 由 x - a 生成 的 主 理想 ). 
于 是 由 定理 1 可 知 我 们 有 环 的 同 构 R 衬 R[x]/(x - a)( 对 每 个 实数 a). 

例 5 设 m 和 n 是 两 个 正 整数 , 则 mZ，nZ 是 整数 环 Z 的 两 个 理想 . 并 且 

(习题 ) 


mZNn2Z= [m,n]2Z, mZ+nZ= (m,n)Z. 
于 是 由 定理 2 可 知 
m2Z/[m,n]Z 衬 (m,n)Z/nZ ( 环 同 构 ). 
注意 两 边 均 是 有 限 环 .由 于 当 a1b 时 ,a Z/bZ 的 元 素 个 数 为 b/a, 从 而 上 面 的 环 
同 构 顺 便 给 出 熟知 的 等 式 [m,n](m,n)= mn. 
例 6 设 m 和 n 是 两 个 下 整数 ,m|n. 则 闫 Z 之 nmZ. 并 且 由 定理 2 可 知 有 环 
同 构 


(Z/nZ)/CmZ/nZ) SZ/mz. 
习 题 


1. 证 明 :交换 环 R 中 全 部 矫 零 元 素 组 成 的 集合 NN 是 环 R 的 理想 ,并 且 商 环 
R/N 中 只 有 和 零 元 来 是 惫 零 元素 . 

2. 设 了 是 交换 环 R 中 的 理想 .求证 :集合 

VT= {rE R | 存在 nn 之 1, 使 得 r" € 用 

也 是 环 R 的 理想 . 

3. 设 民 为 环 .集合 C(R) = {cE R | 对 于 每 个 rE€ R, rc = cr} 叫做 环 R 
的 中 心 . 

(1) 求证 : CC(R) 是 R 的 子 环 ,但 不 一 定 是 R 的 理想 ; 

(2) 如 果 下 为 域 ,求证 :全 体 矩 阵 环 Mu(F) 的 中 心 为 {al, | a E FF}, 其 中 工 ， 
表示 n 阶 单位 方 阵 . 

4 (1) 设 R 为 会 么 交换 环 . 求证 环 M， (RR) 中 每 个 理想 均 有 形式 M， (71) ,其 
中 了 是 R 的 某 个 理想 ; 

(2) 若 正 为 域 , 则 M。(F) 是 单 环 ; 
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(3) 设 了 是 含 么 交换 环 尺 中 的 理想 .求证 有 环 同 构 : 
Ma (R)/M,(D 全 MoCR/D. 

5. 设 I 和 1 均 是 环 R 的 理想 .求证 : 

(1) 1z 也 是 环 R 的 理想 ,并 且 [1 了 1; 导 几 1 门 12. 问 是 否 一 定 有 12= 了 人 N12? 

(2) 六 + 也 是 环 R 的 理想 ,并 且 它 恰好 是 包含 五 和 J 的 最 小 理想 ; 

(3) 设 了 =nZ, 1,=mZ(n, m 之 1) 是 整数 环 Z 的 两 个 理想 . 则 1y= 
nmZ, hi+1=(n,m)2Z, NN,=[n,m]2Z. 

6. 设 f:R->S 是 环 的 同 态 .1 和 J 是 环 R 和 S 的 理想 ,并 且 (7) 己 J 了, 按 以 下 
方式 作 商 环 之 间 的 映射 : 

f:R/I>S/J, am[f(a)], 

其 中 对 于 a E R,，a = a+7 为 R/I 中 元 素 ,而 [f(a)] = f(a)+J 为 $/J 中 元 素 ， 

(1) 求证 ;上 述 映射 了 是 可 定义 的 ,并 且 是 环 同 态 ; 

(2) 求证 : 1:R/IT -> S/J 是 环 的 同 构 后 FCR) +J = SS 并且 T = f1(). 

7. 设 f:R 一 S 为 环 的 同 态 .如 果 R 是 体 ,求证 :f 或 者 是 零 同 态 ,或 者 是 嵌入 . 

8. 设 (R,+,，。) 是 含 么 环 . 对 于 a，b E R, 定义 

4 中 bp=a+b+l， ab=ab+ar+b. 

求证 :( 尽 ,四 ,@O) 也 是 含 么 环 , 并 且 与 环 ( 尽 , +,，。) 同 构 ， 

9. (1) 车 R 是 主 理想 环 , 则 R 的 每 个 同 态 象 也 是 主 理想 环 ; 

(2) 求证 Zn = Z/mmZ (mm 三 1) 是 主 理想 环 . 

10. 环 Z/3Z 与 环 Z/6Z 的 子 环 2Z/6Z 是 否 同 构 ? 

11, 设 卫 ,…,1，，… 均 是 环 R 中 的 理想 ,并 且 万 伍 记 三 …S 刀 三 …. 求 证 集合 


局 六 也 是 环 及 的 理想 . 
,2 ET=|(e )) 
理想 


a,bwcEZ| 是 环 Ma(Z) 的 子 环 . 试 确定 环 的 所 有 


2.3 同 态 的 应 用 


本 节 利 用 环 的 同 态 研究 环 的 进一步 性 质 . 
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1. 环 的 特性 

定义 1 设 尺 为 环 . 如 果 存 在 正 整数 m, 使 得 对 每 个 rE R 均 有 mr =0, 我 们 
把 满足 此 条 件 的 最 小 正 整数 m 叫做 环 R 的 特征 .如 果 不 存 在 这 样 的 正 整数 m , 便 
称 环 R 的 特征 是 零 . 环 R 的 特征 记 为 char R. 

例 1 环 Z 的 特征 为 零 ,对 于 每 个 正 整数 mm 过 1, 环 Z。 的 特征 是 m. 不 难看 
出 ;charR=1 当 且 仅 当 R=(0) 时 ,所 以 今后 我 们 假定 char R 关 1. 

当 R 为 含 么 环 时 . 作 映 射 

f:Z—R, n>n .1p. 

不 难看 出 ,f 是 环 的 同 态 ,并 且 Kerf= m2Z, 其 中 m=char R. 如 果 char R=0, 则 了 
是 环 的 单 同 态 .于 是 环 R 中 有 同 构 于 乙 的 子 环 P= {m，1ln|mEZ}. 如 果 charR = 
m 之 2, 则 由 同 构 定理 1 可 知 存在 环 的 嵌入 Zw =Z/mZ 一 R. 从 而 R 中 有 同 构 于 
Zn 的 子 环 P={n*1,10<n<m 1). 上述 子 环 P(=Z 或 者 Z,) 叫 做 含 么 环 R 
的 素 子 环 ， 

如 果 R 是 整 环 , 则 R 的 特征 必 为 零 或 者 素数 . 因为 若 charR = m 宇 2 并 且 有 
至 少 两 个 不 同 的 素 因 子 , 则 R 的 素 子 环 Z/mZ 中 就 已 经 有 零 因子 ,从 而 R 不 为 整 
环 .特别 若 R 是 域 , 则 R 的 特征 或 者 为 素数 p, 此 时 R 有 子 域 眉 = Z， ,或 者 char R 
=0, 此 时 R 有 子 环 ( 同 构 于 )Z, 从 而 有 子 域 下 = {nl1i/m1r|n,mEZ, m 关 
0} 同 构 于 有 理 数 域 Q, 上 述 叫做 域 R 的 素 子 域 . 简 言 之 ,如 果 域 R 的 特征 为 零 ， 
则 R 必 包 含有 理 数 域 Q, 如 果 char R = p 为 素数 , 则 R 必 包 含 p 元 有 限 域 Z，. 

特征 为 素数 的 环 还 有 一 个 重要 特性 . 

定理 1 设 R 为 交换 环 ,char R = p 为 素数 , 则 对 x,yE R, 有 (x+y)? = 
xX? + y?, 

证 明 本 来 按 二 项 式 定理 应 当 展开 成 

(x+y)? = Yryr ", 
n=0 

但 是 当 1<n<p -1 时 ,整数 C;= PP 1 0P 一 n+1 均 是 p 的 信 数 .由 于 
char R= p, 从 而 和 式 中 只 剩 下 n=0 和 pp 两 项 .于 是 (x+y)?=x?+y?. 证 毕 . 

系 1 设 R 是 特征 p 的 交换 环 ,p 为 素数 , 则 f;R 一 R,rr>r? 是 环 R 的 自 
同 态 


证 明 f(ab) = f(a)f(b) 是 显然 的 ,而 f(a + b) = f(a) + f(b) 是 由 于 定 
理 1. 证 毕 . 
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2. 整 环 的 商 域 

设 D 是 整 环 ( 即 是 没有 零 因子 的 含 么 交换 环 ) .现在 我 们 将 D 嵌 到 一 个 域 中 . 
办 法 与 将 整数 环 乙 典 到 有 理 数 域 Q 中 (通过 令 n 等 同 于 n/1) 的 方式 是 一 样 的 : 令 
D* = D1{0}), 考 虑 集合 

DxD* ={(r,s)|Ir€ED,sE€ED:*} 
(请 将 (r,s) 中 的 两 个 分 量 + 和 s 分 别 看 成 是 “分 子 " 和 “分 母 ”). 在 集合 DxXD" 上 
定义 如 下 的 关系 : 

(rs 一 (rs 全 sr =s7( 注 意 :这 就 是 通常 的 r/s= 天 /1s 0. 

引 理 “ 上 述 关系 是 集合 DX D" 上 的 等 价 关 系 . 

证 明 自 反 性 和 对 称 性 显然 成 立 , 只 需 再 证 传递 性 .假设 (r,s) 一 (rs )， 
(rs 一 (ms . 则 sr = sr，s'7? = sr 由 于 万 是 交换 环 , 因 此 378 = sr's”= 
858 = 5s8010 = s4377. 因为 %' 天 0 而 万 是 整 环 , 从 而 上 式 左右 两 边 可 消去 8, 即 1 = 
5 和 .从 而 (r,s) = (r,s ). 因 此 一 是 等 价 关 系 .证 毕 . 

我 们 以 r/s 表示 元 素 (r,s) 所 在 的 等 价 类 .以 K 表示 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 
并 且 按 以 下 方式 定义 K 中 的 加 法 和 乘法 运算 : 

r/s+r’/s’ = (rs +rs)/ss’, (Cr Cr/s’) = rr /SS 
(注意 由 s,s'E D" 可 知 ss'€ D" ). 我 们 首先 需要 说 明 这 些 运 算 的 可 定义 性 , 即 要 
证 明 这 些 运算 与 等 价 类 中 的 代表 元 选取 无 关 . 换 句 话说 ， ee 如 果 (r,s)~ 
Casb), Cr' ,sd~Ca’,b), 则 r/s+r/s’ =a/b+a’/b’, rmt 二 “名, 其 证 
明 留 给 读者 .其 次 我 们 请 大 家 验证 K 对 于 上 述 加 法 和 乘法 运算 形成 含 么 交换 环 . 
其 零 元 素 为 全, 么 元 素 为 十 .最 后 我 们 要 证 明 : 


定理 2 设 DD 是 整 环 ,而 K 如 上 所 述 . 则 
(1) K 是 域 ; 


(2) 映射 J:D 一 K，at> 扩 为 环 的 嵌入 ,由 此 可 将 D 看 成 是 K 的 子 环 ， 


(3) K 是 包含 D 的 最 小 域 .确切 地 说 : 设 M 为 任意 域 ,8: DD 一 M 是 环 的 嵌入 ， 
则 g 必 可 扩充 成 域 的 嵌入 8 :K-~M( 注 :8' 叫 8 的 扩充 是 指 当 a € D 时 , g(a) = 
g(a)). 


证 明 (1) 设 r/s#9， rED, s€ED"* , 则 7 隆 0. 于 是 rED?* ,而 s/rEK, 由 
于 r/s*s/r=sr/sr 二 1/1, 从 而 KK 中 每 个 非 零 元 素 r/s 在 K 中 均 可 逆 . 于 是 天 
为 域 . 
ey 
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(2) 不 难 验证 三 是 环 的 同 态 . 而 Ker f= (repD| 和 = 全)= (0), 国 此 了 是 


嵌入 . 

(3) 令 g(r/s) = g(r)g(s)-1 GE M (注意 :由 于 8 是 单 射 而 s 闫 0, 从 而 
8(5s) 天 0, 因此 在 域 M 中 g(s) 可 逆 ). 我 们 还 要 说 明 这 个 定义 与 等 价 类 r/s 的 代 
表 元 选取 无 关 , 即 若 (r,s) ~ (a,Db)，, 则 8(Cr)8(S)-1 = 8g8(a)8(Db) 1. 这 是 因为 若 
(rs) 一 (a,b), 则 rb = as, 于 是 g(r)g(b) = g(a)g(s). 由 于 s,b 均 不 为 0， 
从 而 g(5) 和 g(b) 可 北 , 即 知 g(r)g(s)"! = g(a)g(b)-!. 进而 ,请 读者 直接 验证 
8 是 域 的 同 态 .由 于 Kerg’ = {r/s€ K|g(r)g(s)1 =0€ M}={r/s€EK| 
8(7) = 0} = {r/s E€ K|r=0}) (因为 8 是 嵌入 )={0}, 所 以 g 是 域 的 吝 入 ,最 
后 ,因为 8(1)=8(1.1)=8(1)。8(1) 而 8(1) 天 0, 从 而 8(1)=1, 于 是 对 每 个 六 GE 
D, g(r) = g(r/1) = gr)8(D)-1 = 8Cr)， 从 而 8' 是 8 的 扩充 .证 毕 . 

定义 2 域 K 叫做 整 环 R 的 商 域 . 

3. 环 的 直 积 

设 Ri 和 Rs 是 两 个 环 ,我 们 在 群 论 中 已 经 定义 过 加 法 群 的 直 积 Ri x Rs, 其 加 
法 定义 为 (a,b)+ (c,d)= (a+c,b+4d). 如 果 我 们 再 定义 乘法 : 

(a,b)(c,d) = (ac, bd). 
可 直接 验证 Ri x Rs 对 于 上 述 加 法 和 乘法 形成 环 ,叫做 环 R, 和 R 的 直 积 .类 似 
地 可 以 定义 任意 多 个 环 RiCiE 7) 的 直 积 : 
JR,= {CziDierl xi € Ri}, 
i€ 
(Xi) + (yi)= (xi + yi), (Xi) = (Cxiyi). 
环 的 直 积 有 许多 与 群 直 积 类 似 的 性 质 (见习 题 ). 
对 于 每 个 KE 7, 正 则 投身 
mi:TIR 一 Re， (aierhran 
iET 
是 环 的 满 同 态 . 另 一 方面 ,映射 
rs :Re = LR, Qk r(xXi)ier 
(其 中 x = ak，xi=0( 对 于 i 尖 k)) 是 环 的 媒人 >， 称 作 R: 的 正则 檬 入 .通过 正则 幅 
人 可 把 每 个 R 看 成 是 I R; 的 子 环 (事实 上 R， 是 休 R; 的 理想 ). 
关于 环 的 直 积 我 们 有 个 特别 值得 介绍 的 定理 -中 国 剩余 定理 . 设 了 是 环 


R 的 理想 ,如 果 a 和 b 属于 R 对 于 7 的 同一 个 陪 集 , 即 a - be 7, 我 们 也 把 这 表示 
成 4 寺 b(mod 了 7). 从 而 陪 集 r + 了 也 表示 成 r(mod 了). 
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定理 3( 中 国 剩 余 定理 ) 设 R 是 含 么 环 ,了 ,…,1, 为 环 R 的 理想 .并 且 当 i 天 
j 时 ,14+ 1 =R. 则 有 环 同 构 RACAN…N1) 衬 全 (R12). 
证 明 作 喘 身 一 
HR 一 ITTCR/TD)， rr>(r(mod11),*,r(mod1,)). 


i=1 

直接 验证 了 是 环 的 同 态 .现在 证 明 f 是 满 同 态 :根据 定理 假设 , + Js= I+ 13= 
R, 1ER, 从 而 

R= RR=Ch + TI) +1) = 1+ Lh + hl + ll 

EN+LlheR, 
因此 R= 了 h+ 1213. 归 纳 下 去 即 得 R= + ToTa…1,, 于 是 有 bE L213***1,,a€ 
了 ,使 得 1=a+b. 令 r=1-a=b, 则 
fn) = (1(mod 11),0Cmod 12),**,0C(mod 1,)). 

完全 同样 地 ,对 每 个 K(1 入 上 过 n), 我 们 都 可 求 出 rE R 使 得 
Frke) = (0(mod11),**,0C(mod Ii1),1(mod1:),0C(mod Tr),**,0C(mod 7,)). 
现在 对 于 ILa/1 中 每 个 元 素 a = (ai(mod 11),…,an(mod1,))(ai € R). 令 

icE 


r= ar +…+anrnEeR, 即 知 fr)=a. 这 就 表明 三 是 满 同 态 . 
最 后 我 们 求 Kerf. 
r€Kerf Sr=0(modI)(<i<mn)erENN NL. 


从 而 Kerf= 站 … 站 1. 由 此 给 出 环 同 构 RALN…N I 兰 末 CR/D)， 
i=l1 


现在 我 们 来 解释 一 下 ,国际 数学 界 为 什么 将 定理 3 叫做 中 国 剩余 定理 (CRT， 
Chinese Remainder Theorem) . 取 R =Z. 我 们 已 经 知道 ,Z 是 主 理想 整 环 ,Z 的 每 
个 非 平凡 理想 有 形式 nZ(Cnm 二 2) ,并 且 nZ+mZ= (n,m)2Z, nZN 站 NmZ=[n,m] 
Z. 因 此 nZ+ mZ=Z 相 当 于 n 和 m 互 素 (所 以 ,对 于 任意 含 么 环 R 和 它 的 理想 也 
和 J ,如果 了 + J = R ,我 们 通常 也 称 理想 六 和 I 互 素 ). 如果 m1，…,m 两 两 
互 素 , 则 maZ 站 人 … 站 msZ= [ma mos]Z= m*…mn2Z, 从 而 由 定理 3 得 到 如 
下 的 : 

系 2 设 mi,…,mn 是 两 两 互 素 的 正 整数 . 则 有 环 同 构 

f:Z/m manZ 写 ZaDX…XZ/mnZ. 
证 明 显然 有 a(mod ma…mns)h>(CaCmod m1),…,a(mod m,)). 证 毕 . 
如 果 用 同 余 的 语言 ,这 个 系 还 可 叙述 成 : 
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系 3 设 mi,…,ma 是 两 两 互 素 的 正 整数 , 则 
(1) 对 于 任意 n 个 整数 a1,…,a, EZ, 同 余 方 程 组 
xX 三 Qi (mod mi), 
a man) 
有 整数 解 ; 
(2) 设 x。EZ 是 上 述 同 余 方 程 组 的 一 个 解 . 则 它 的 全 部 整 解 恰好 是 一 个 陪 集 
Xot+ mi mn 2. 
中 国 古 代数 学 名 著 ( 孙 子 算 经 ) 中 有 “ 物 不 知 数 ”一 题 日 : 
“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ”. 
变 成 现在 的 语言 这 就 是 解 同 余 方 程 组 
| :smas， 


x 三 3(mod5), 
x=2(mod7). 
程 大 位 在 (算法 统 宗 》(1593 年 ) 中 将 解 此 问题 的 方法 编 成 如 下 的 口诀 ， 
“三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅花 廿 一 枝 . 
七 子 团圆 整 半月 ， 
除 百 零 五 便 得 知 .” 
从 中 国 剩余 定理 的 证 明 我 们 知道 ,口诀 中 的 “七 十 稀 ”,“ 廿 一 枝 ” 和 “ 整 半月 ” 
〈 即 70,21 和 15) 就 是 证 明 中 的 ri ,rs 和 ra. 换 句 话说 ,70 是 满足 : 
xX 三 1(mod3), x=0(mod5), x =0(mod7) 
的 最 小 正 整数 ,21 和 15 有 类 似 的 意义 .于 是 “ 物 不 知 数 ” 问 题 的 一 个 解 是 2，70+ 
3 .21+2。15=233. 口诀 最 后 一 句 的 确切 含义 是 “此 问题 所 有 解 就 是 与 233 相差 
105=[3,5,7] 的 整数 倍 的 那些 数 . (最 小 正 整数 解 为 23. ) 
4. 素 理想 和 极 大 理想 
定义 3 环 R 的 理想 P 叫做 素 理想 ,是 指 
(1) PAR; 
(2) 对 于 环 R 的 任意 两 个 理想 4 和 B. 如 果 ABCP, 则 ACP 或 者 BCEP. 
定理 4 设 R 是 含 么 交换 环 , P 是 R 的 真理 想 ( 即 P 关 RR, 或 者 等 价 地 ,1 
P), 则 以 下 三 个 条 件 彼此 等 价 : 
(1) P 是 素 理想 ; 
(2) 对 于 a,bER, 如 果 abEP, 则 aEP 或 者 bEP; 
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(3) R/P 为 整 环 . 

证 明 (1) 一 (2) 如 果 abEP, 则 (ab)SP. 但 是 当 R 是 交换 环 时 , (a)(b) 导 
(ab) ,从 而 (a)(b)CP. 于 是 由 素 理想 定义 可 知 (a) 愤 P 或 者 (b)SSP. 再 由 R 有 
么 元 素 可 知 a€E (a), bE(b). 所 以 aEP 或 者 b€EP. 

(2) 一 (3) 如 果 (2) 成 立 , 则 

485=0( 在 R/P 中 ) 一 ap=0 一 abEP 一 acEP 或 者 bDEP 

二 =0 或 者 b=0. 
从 而 R/P 中 没有 零 因子 .由 于 R/P 显然 也 是 含 么 交换 环 ,所 以 R/P 是 整 环 . 

(3) 一 (1) 用 反 证 法 .如 果 ABSP,A 先 P,B 壬 P, 则 存在 a€ A, a€P, b€ 
B, bP. 从 而 a 坟 0, b 关 0( 在 R/P 中 ). 但 是 ab€ ABSP, 即 ab=ab=0. 这 就 
与 R/P 为 整 环 矛盾 .所 以 P 为 尺 的 素 理想 .证 毕 . 

注 记 特别 若 R 是 含 么 交换 环 , 则 R 为 整 环 的 充分 必要 条 件 是 零 理 想 为 素 
理想 . 

例 2 整数 环 Z 的 理想 均 有 形式 nZ(n 宇 0). 由 于 ZZ 是 整 环 ,从 而 零 理想 (0) 
为 素 理想 .而 当 "过 2 时 ,nZ 为 素 理想 驴 Z/7Z 为 整 环 今 为 素数 ,这 就 表明 整数 
环 乙 的 全 部 素 理想 是 pZ(p 为 素数 ) 以 及 零 理 想 (0). 即 素 理想 和 素数 概念 基本 上 
是 一 致 的 . 

定义 4 环 R 中 理想 M 叫做 R 的 极 大 理想 ,是 指 

(1) MAR:; 

(2) 对 于 R 的 每 个 理想 N, 如 果 MSNCR, 则 必然 N= M 或 者 N=R. 

定理 5 设 R 为 含 么 交换 环 ,M 为 R 的 理想 . 则 M 是 R 的 极 大 理想 SR/M 
为 域 .特别 地 , 含 么 交换 环 R 为 域 的 充 要 条 件 是 零 理 想 (0) 为 R 的 极 大 理想 . 

证 明 ”我 们 先 证 最 后 一 个 论断 .如 果 R 为 域 ,由 于 R 的 每 个 非 零 元 素 a 都 是 
单位 ,从 而 (a) = aR = R, 可 知 域 R 只 有 两 个 平凡 理想 , 即 (0) 是 极 大 理想 .反之 ， 
若 (0) 为 极 大 理想 ,对 R 中 每 个 元 素 4 取 0, (a) = aR 关 (0), 从 而 aR = R. 于 是 有 
bER, 使 得 ab=1. 即 R 中 非 零 元 均 是 单位 ,从 而 R 是 域 . 

对 于 任意 含 么 交换 环 R ,根据 上 节 定 理 3 可 知 : M 是 R 的 极 大 理想 沪 零 理想 
是 R/M 的 极 大 理想 传 R/M 为 域 .证 毕 . 

注 记 若 R 是 含 么 交换 环 , 由 前 面 两 个 定理 可 知 : M 为 R 的 极 大 理想 二 R/M 
为 域 二 R/M 为 整 环 全 M 为 R 的 素 理想 . 即 极 大 理想 都 是 素 理想 . 利用 集合 论 中 的 
佐 恩 (Zorn) 引 理 可 以 证 明 : 每 个 含 么 交换 环 R( 取 (0)) 必 有 极 大 理想 ,因此 也 必然 
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有 素 理想 . 

例 3 仍 以 整数 环 Z 为 例 . 我 们 已 知道 Z 的 全 部 素 理想 是 PZ(P 为 素数 ) 和 
(0). 由 于 2Z 不 是 域 ,所 以 (0) 不 是 极 大 理想 .由 于 2Z/p2 为 域 ,从 而 乙 的 全 部 极 大 理 
想 为 pZ(p 为 素数 ). 

例 4 设 R=Z[x]. 作 映射 

yp:ZLx]-~Z， 8Cx)hr8(C0)， 
这 是 环 的 满 同 态 ,并且 Kerp = (x), 因 此 Z[xJ/(x) 衬 Z. 从 而 (x) 是 Z(x) 的 素 理 
想 但 不 是 极 大 理想 ,因为 Z 是 整 环 但 不 是 域 . 而 (x,2) 是 ZL[x] 的 极 大 理想 ,因为 
不 难 证 明 Z[x]/(x,2) 实 Z/2Z, 而 Z/22Z 为 域 . 


习 题 


1. 设 尺 为 环 ,char 尺 之 0. 你 能 否 将 R 诬 到 一 个 含 么 环 $ 中 ,并 且 charS= 
char R? 

2. 证 明 有 限 环 的 特征 必然 为 正 数 . 

3. 设 姜 为 整 环 ,m 和 nn 为 互 素 的 正 整数 .a,bED, 如 果 a”"=b”", a"=b"， 
求证 a=b. 

4. 设 RiCiE 7 了 ) 是 一 个 非 空 的 环 族 . R = [Ri. 求证 : 

iET 

(1) R 为 含 么 环 护 每 个 Ri 均 为 含 么 环 ; 

(2) R 为 交换 环 护 每 个 Ri 均 为 交换 环 ; 

(3) x= (xi) 是 民 中 单位 后 每 个 xi 均 为 Ri 中 单位 ; 

P 
(4) 若 工 有 限 , 则 R 中 理想 A 均 有 如 下 形式 :4 = [[A4; ,其 中 每 个 Ai 是 R， 
iET 
中 的 理想 . 

5. 设 S，RiCiE 了 ) 均 为 环 . R = JR， ，xi:R-~ 及 ;为 正则 投射 ，pi:S-R， 
(CiE 7) 均 是 环 的 同 态 .求证 存在 唯一 的 环 同 态 9:5 习 R ,使 得 对 于 每 个 i ET, 均 
有 iegp= 9i. 

6. 设 Ri(iE 了 ) 均 为 环 .求证 : 

(CD BRi={(xi)E I[] Ri 只 有 有 限 多 xi 关 0} 是 [[ R， 的 子 环 , 电 及 叫做 

i ii iE7 论 了 了 
环 RiCieE 站 的 直 和 ; 
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(2) 设 5 为 环 .对 于 每 个 i€I, 9i:Ri>S 均 为 环 同 态 ,ri:Ri 一 电 R， 是 正则 
嵌入 . 则 存在 唯一 的 环 同 杰 9: 纺 Ri 一 5 ,使 得 Pi = 9"ri 

7. 设 卫 ,…,1, 是 环 R 的 理想 .并 且 

CD N+et1, =R; 

(2) 对 于 每 个 i(1&i<mnD ,TNnCh+tee+Tit+lint+1,)=(0). 

求证 R 衬 Ir. 

8. 环 R 中 元 素 e 叫做 宕 等 元 素 ,是 指 ez = e. 如 果 e 又 属于 环 R 的 中 心 ( 即 
ea = ae 对 每 个 4a€ER), 则 称 e 为 中 心 守 等 元 素 . 

设 尺 是 含 么 环 ,e 为 R 的 中 心 才 等 元 素 .求证 ; 

(1) 1-e 也 是 中 心 短 等 元 素 ; 

(2) eR 和 (1- e)R 均 是 R 的 理想 ,并 且 R 衬 eR X (1--e)R( 直 积 ). 

9. 环 R 中 宕 等 元 集合 {el,…，en} 叫 做 正 交 的 ,是 指 当 i 天 六 时 ,eiej =0. 设 
R,Ri,…,R， 都 是 含 么 环 . 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) RSRIXXR,; 

(2) R 具有 正 交 的 中 心 震 等 元 集合 {e1，,…，,e,}, 使 得 el +…+en=1R，, 并 且 
eR 二 R(1<i<n). 

X*10. 设 尺 是 含 么 交换 环 , P1，,…，, Pm 为 R 的 素 理想 而 A 为 R 的 理想 . 如果 

AS PiU…UP, 则 必 存 在 某 个 i(1<i<m), 使 得 AGSP. 

11. 证 明 : 含 么 交换 有 限 环 的 素 理想 必 是 极 大 理想 . 


12. 设 已 是 含 么 交换 环 RR 的 素 理想 ,A1,…,A。 是 R 的 理想 ,如果 已 = A， 
则 已 必 等 于 某 个 4 

13. 设 f:R 一 5S 是 环 的 满 同 态 ,K = Kerf. 求 证 : 

(1) 若是 R 的 素 理想 并 且 P 二 K, 则 f(P) 也 是 8 的 素 理想 

(2) 若是 5 的 素 理 想 , 则 /1(Q) = {a E R|f(a) E Q) 也 是 RR 的 来 理想 ; 

(3) 5 中 来 理想 和 R 中 包含 KK 的 素 理想 是 一 一 对 应 的 .将 “ 素 理想 ” 改 成 “ 极 大 
理想 ” 则 此 论断 也 成 立 . 

14. 设 了 是 环 RR 的 理想 ,求证 R/T 中 来 理想 均 可 写成 形式 P/T, 其 中 是 RR 
中 素 理 想 并 且 包 含 1 

15.m 之 2. 试 询 定 环 Z = Z/mZ 的 全 部 素 理想 和 极 大 理想 . 
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2.4 交换 环 中 的 因子 分 解 


从 代数 观点 看 ,初等 数论 是 研究 整数 环 Z 的 学 科 . 首先 是 整除 性 ,然后 是 由 此 
派生 出 来 的 一 系列 概念 :因子 和 倍数 , 公 因子 和 公 倍数 ,最 大 公 因子 和 最 小 公信 数 ， 
以 及 欧 氏 除法 算式 等 等 .整数 通常 可 分 解 成 一 些 更 小 的 整数 之 乘积 ,不 能 再 分 解 的 
最 小 单位 就 是 素数 . 而 作为 初等 数论 的 基石 一 -算术 基本 定理 是 说 ;每 个 之 2 的 整 
数 均 可 (不 计 次 序 ) 唯 一 地 分 解 成 一 些 素数 的 乘积 .在 本 节 中 ,我 们 试图 将 整数 环 忆 
的 上 述 概念 和 性 质 推广 到 任意 交换 环 上 去 .特别 希望 弄 清 哪些 交换 环 中 有 类 似 于 
算术 基本 定理 那样 的 性 质 , 即 环 中 元 素 在 某 种 意义 下 唯一 地 分 解 成 一 些 最 基本 元 
素 的 乘积 .这 种 推广 工作 也 是 从 整除 性 开始 的 . 

定义 1 设 民 为 交换 环 . ae，pE 尽 ，c 天 0 如 果 存在 元 素 xER 使 得 ax = 5, 则 
称 a 整除 b( 或 者 称 b 被 4 整除 ) ,并 且 表 示 成 | b. 这 时 ,a 叫 b 的 因子 ,而 b 吊 a 
的 倍 元 .如 果 不 存在 xER 使 得 ax =b, 称 a 不 能 整除 b( 或 者 称 b 不 能 被 a 整除 ) 
表示 成 a b. 

如 果 alb 和 bla 同时 成 立 (其 中 天 0,b 天 0), 则 称 元 素 a 和 b 相伴 ,表示 
成 ac 一 D. 

若 R 是 含 么 交换 环 . 如果 a = bc ,并 且 b 和 c 均 不 是 R 中 单位 , 则 称 bC 和 c) 
为 a 的 真 因子 . 

下 面 定理 将 上 述 概念 用 主 理想 的 语言 表达 出 来 . 

定理 1 设 R 是 含 么 交换 环 ,a,b,wER-{0}),U(CR) 为 尺 的 单位 群 . 则 

(D alb SDE(a), a~b O(a)=(b); 

(2) LEU(R) Su~1 OC() =R Sulr (对 每 个 rER); 

(3) a= bu,uEU(R)=>a~b, 如 果 RR 为 整 环 , 则 反 过 来 也 成 立 ; 

(4) 车 RR 是 整 环 , 则 a 为 b 的 真 因子 今 (bp)C(a) 但 是 (b) 关 (a). 

证 明 (1) 如 果 a1b, 则 有 xER 使 得 ax =b. 于 是 bE (a)= aR, 从 而 
Cb)(4). 反 之 车 (b)S(a), 由 于 R 有 1, 从 而 b=b.1€bR=(b)ca, 即 be 
(4)=aR, 于 是 有 xER 使 得 b=ax, 即 a1b, 这 就 证 明了 第 一 个 论断 : 由 它 立刻 扒 
出 第 二 个 论断 . 

(2) 请 读者 自 证 . 
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(3) 车 a= bu,uEU(R), 则 bla. 由 于 4 为 单位 ,从 而 有 vEUCR) 使 得 uv 
=1, 于 是 av=b, 从 而 ab, 因 此 a 一 b. 反 之 , 若 a 一 bp, 则 有 x,yE R ,使 得 ax = 
b,by=a. 于 是 axy= by= a. 如 果 R 是 整 环 , 则 有 消去 律 .由 于 已 假定 & 天 0, 于 是 
xy=1. 即 x 和 y 均 是 单位 . 

(4) 由 (1) 和 (3) 推 出 .证 毕 . 

注 记 (1) 若 R 是 含 么 交换 环 .根据 上 述 定理 即 知 相伴 关系 ~ 是 集合 R {0} 
上 的 等 价 关 系 ,从 而 分 拆 成 一 些 等 价 类 ,同一 等 价 类 中 诸 元 素 彼 此 相伴 ,而 不 同等 
价 类 中 的 元 素 彼 此 不 相伴 .如 果 R 是 整 环 , 则 两 个 相伴 的 元 素 彼 此 相差 一 个 单位 
因子 ,从 而 每 个 等 价 类 有 形式 CUCR) = {au|u€U(R)}. 

(2) 对 于 整数 环 Z, 由 于 U(Z) = { 土 1} ,与 每 个 非 零 整数 n 相伴 的 只 有 土 n. 特 
别 若 限定 n 为 正 整 数 , 则 不 同 的 正 整 数 彼此 不 相伴 ,所 以 我 们 可 以 避 而 不 谈 “ 相 
伴 ” 这 一 概念 .但 是 对 于 一 般 的 含 么 交换 环 R,U(R) 可 能 很 大 ,从 而 “相伴 ”这 一 概 
念 是 需要 的 . 

在 含 么 交换 环 R 中 ,每 个 元 素 a 了 0 都 有 一 些 平凡 因子 au(u EU(R)), 其 他 
因子 都 是 a 的 真 因子 .在 整数 环 Z 中 ,不 具有 真 因子 的 正 整数 ( 宇 2) 叫 做 素数 .但 
是 将 素数 概念 推广 到 任意 含 么 交换 环 上 去 , 则 需要 更 仔细 些 . 

定义 2 含 么 交换 环 R 中 元 素 a 冯 0 叫做 不 可 约 元 ,是 指 : 

(1) a¢ UR); 

(2) a 没有 真 因子 . 

而 了 天 0 叫做 素 元 ,是 指 : 

(1) pEUCR); 

(2) a,b€ER. 若 plab, 则 pla 或 者 p1b. 

对 于 整数 环 Z, 从 初等 数论 知道 ,上 面 关于 不 可 约 元 和 素 元 的 两 个 概念 是 一 致 
的 .但 是 对 于 一 般 的 含 么 交换 环 , 这 是 两 个 不 同 的 概念 . 

例 1 有 R=Ze. 则 2 是 素 元 (读者 自 证 ) ,但 不 是 不 可 约 元 ,因为 Z=2.4, 从 而 了 
是 2 的 真 因子 . 

例 2 R=Z[V-5]={a+bV-5|la,b&EZ). 其 中 3 是 不 可 约 元 ( 详 见 后 面 
例 4). 但 是 3 不 是 素 元 ,因为 : 

319= (2+V=-5(2- V-5)， 且 在 尺 中 3/(2+wV=5). 

然而 ,下 面 定理 2 表明 :如 果 R 是 整 环 , 则 素 元 必 是 不 可 约 元 ;而 若 R 是 主 理 
想 整 环 , 则 反 过 来 也 对 . 

定理 2 设 R 为 整 环 ,p,cER-{0}. 以 S 表示 R 的 全 部 非 平凡 主 理想 组 成 
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的 集合 , 即 $={(a)laER,a 关 0,a 关 U(R)}. 则 

(1) P 为 素 元 今 (p) 为 非 零 素 理想 ; 

(2) c 为 不 可 约 元 今 主 理想 (c) 为 集合 S 中 的 极 大 元 ; 

(3) R 中 素 元 必 是 不 可 约 元 ; 

(4) 若 R 为 主 理想 整 环 , 则 不 可 约 元 必 是 素 元 . 

证 明 (1) 车 p 为 素 元 , 则 PE 红 U(CR) ,从 而 (P) 天 尺 . 又 如 果 apE(P), 则 (ab) 
导 (p), 于 是 plab( 定 理 1), 因 此 pla 或 者 p1b, 即 aeE(P) 或 者 bE(P). 由 上 节 
定理 4 可 知 (p) 为 素 理想 .反之 ,车 (p) 为 素 理想 ,由 (p) 关 RR 可 知 pgUCR). 又 车 
Plab, 则 (a)(b)=(ab)S(p). 于 是 (a)S(p) 或 者 (b)(p), 即 pla 或 者 plb， 
从 而 p 为 素 元 . 

(2) 车 c 为 不 可 约 元 , 则 cg UCR), 于 是 (c)E 8. 又 车 (CCd),deER, 则 
c=dx,xER. 由 于 c 不 可 约 ,可 知 或 者 4dEU(R)( 此 时 (4d) 4 5), 或 者 xEUCR) 
《此 时 (c) = (qd)). 这 就 表明 (c) 在 集合 S 中 是 极 大 的 .反之 若 (c) 在 集合 $ 中 极 大 ， 
则 由 (c)ES 可 知 c& UCR). 如 果 c=ab,a,b€ER, 则 (c)CS(a). 由 (c) 的 极 大 性 
即 知 或 者 (c) = (a) (此 时 bE UCR)) 或 者 (a) = R( 此 时 4 EU(R)). 这 就 证 明 c 
是 R 中 不 可 约 元 . 

(3) 设 P 为 素 元 .如 果 p=ab,a,bER, 则 plab, 于 是 pla 或 者 p1b. 如果 
Pla, 则 px=a,xER. 从 而 abx = px=a. 由 于 a 头 0 而 RR 是 整 环 , 从 而 bx =1， 
因此 bE UCR). 类 似 可 证 车 p1b; 则 aE UCR). 这 就 表明 p 是 R 中 不 可 约 元 . 

(4) 设 p 是 R 中 不 可 约 元 . 设 pjab 且 p1 a. 考虑 由 也 和 a 生成 的 理想 . 则 
它 是 主 理想 (d). 因为 (P)S(d) , 故 d|p. 由 p 的 不 可 约 性 知 或 者 d 与 p 相伴 ,或 
者 dE UCR). 但 固 (a)S(d),p4a, 故 4d 与 p 不 可 能 相伴 .因此 dEUCR). 从 而 
(4d)=R. 故 存在 s,tER 使 得 1= ps + at. 于 是 b= psb+abt,p|b, 即 p 是 过 
区 . 

现在 我 们 可 以 着 手 进入 本 节 开 始 所 提出 的 论题 , 即 试图 刻画 像 整 数 环 Z 那样 
具有 “唯一 因子 分 解 ” 性 质 的 一 类 环 . 根据 上 面 的 论述 和 注 记 ,不 难 想象 出 需要 把 
“唯一 因子 分 解 ”性 质 修改 成 如 下 的 形式 . 

定义 3 整 环 R 叫做 唯一 因子 分 解 整 环 (Uniquely Factorial Domain, 今 后 简 
记 作 UFD), 是 指 : 

(1) (分 解 的 存在 性 ) 每 个 非 零 非 单位 元 素 a€E R 均 可 写成 a= clcz…cv ,其 
中 ci 均 为 不 可 约 元 ; 

(2) (分 解 的 唯一 性 ) 如 果 a = cic2…cs = did,…d， 是 a 的 任意 两 个 上 述 
分 解 式 ,其 中 ci ,di 均 为 R 中 不 可 约 元 , 则 n= m, 并 且 存 在 集合 {1,2,…,n}) 的 一 
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个 置换 ,使 得 ci 一 do (1<i<n). 

注 记 (1) 关于 UFD 在 历史 上 有 一 段 有 趣 的 故事 . 高 斯 最 早 发 现 环 
ZLV=i={e+bV=Iila,bEZ} 是 UFD.1847 年 ,德国 另 一 大 数学 家 库 默 尔 
(Kummer) 宣 称 他 证 明了 费 马 (Fermat) 猜 想 , 即 当 n 宇 3 时 ,x" + y" = z" 没有 整 
数 解 (x,y,z) 使 得 xyz 天 0. 他 在 证 明 中 想当然 地 利用 了 这 样 一 件 事 :对 于 每 个 奇 素 
数 p, 环 Z[5,]( 其 中 5, = eS ) 是 UFD. 但 是 不 久 他 就 发 现 当 p 宇 23 时 有 许多 
Z[$,] 不 是 UFD. 1971 年 ,美国 人 蒙哥马利 (Montgomery) 和 日 本 人 Ushida 独立 
地 证 明了 Z[$,] 是 UFD 的 充 要 条 件 是 p19, 库 默 尔 在 修改 他 的 证 明 过 程 中 , 引 
人 了 “理想 数 ” 的 概念 ,这 就 是 现在 称 之 为 环 的 “理想 ”这 一 概念 的 起 源 . 虽 然 库 默 尔 
最 终 未 能 证 明 费 马 猜想 ,但 是 他 所 创造 并 为 后 人 发 展 的 理想 概念 , 以 及 对 于 环 
ZL[5] 所 作 的 深刻 的 研究 工作 , 极 大 地 推动 了 代数 数论 的 发 展 . 

(2) 下 面 两 个 例子 表明 ,定义 中 关于 分 解 的 存在 性 和 唯一 性 这 两 个 条 件 都 是 
不 平凡 的 . 

例 3 考虑 Z 上 “分 指数 "多项式 集合 

R= {ax + + anxin [isin E Qs,in > 0a EZ,n>1). 
易 知 R 对 于 自然 定义 的 加 法 和 乘法 是 整 环 ,并 且 UC(R) = U(Z) = { 土 1}( 可 参见 下 
节 内 容 ). 考 查 元 素 xER ,如果 x 写成 R 中 有 限 个 元 素 的 乘积 ,不 难 证 明 每 个 真 因 
子 均 是 单项 式 +x' (1 € Q, 1 二 0). 但 是 它们 都 不 是 R 中 不 可 约 元 (x' = x 中 
“x'1). 从 而 x 在 R 中 不 能 表示 成 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 . 

例 4 考虑 环 R=Z[LV 一 5]. 这 是 含 么 交换 环 , 并 且 是 复数 域 的 子 环 ,所 以 R 
是 整 环 .我 们 先决 定 UCR ) ,为 此 作 映 射 

N:R— {0,1,2,.%,n,.}, 
Nla+bvV-5)= (a+bV-5)(a-bvV-5) 
=a*+5b: (a,b €2). 
对 于 aER, 元 素 N(a) 是 非 负 整数 ,叫做 a 的 范 数 . 它 是 复数 a 通常 绝对 值 的 平 
方 .由 此 容易 验证 : 

(1) N(a)=0 Sa=0; N(a)=1 Sa= +1. 

(2) N(aB)= N(a)N(B). 
现在 设 a€EU(R), 则 有 BE R 使 得 c8=1, 于 是 

N(a)N(B) = N(aB) = N(1) = 1. 
由 于 N(a),N(B8) 均 是 整数 ,从 而 NCc) =1, 即 c= 土 1. 这 就 表明 U(R)={ 土 1}. 

现在 可 证 R 中 每 个 非 零 非 单位 元 素 a 均 可 分 解 成 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 . 如 
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果 a 本 身 不 可 约 则 得 证 ,否则 a = bc, 其 中 b 和 c 均 不 是 单位 ,从 而 NC(b) 和 N(c) 
均 是 大 于 1 的 整数 ,因此 它们 也 都 小 于 N(Ca) .如果 b 和 c 都 不 可 约 则 证 毕 ,否则 又 
要 写成 范 数 更 小 的 元 素 之 积 .这 种 过 程 (每 次 范 数 都 要 变 小 ,但 又 要 大 于 1) 作 有 限 
步 之 后 ,a 必 可 分 解 成 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 . 

现在 我 们 说 明 分 解 的 不 唯一 性 .为 此 我 们 先 证 2,3,1+ V5 都 是 R 中 的 不 可 
约 元 .以 2 为 例 :如 果 2 可 约 成 2= ab,a,bpER-UCR), 则 NCa),N(CbD)>1, 但 是 
N(a)N(b)=N(2)=4, 从 而 必然 N(a) = N(b)=2. 可 是 易 知 x? +5y*=2 没 有 
整数 解 , 即 R 中 不 存在 范 数 是 2 的 元 素 ,这 就 表明 2 不 可 约 . 类 似 地 , 再 由 
十 5y* =3 没 有 整数 解 可 知 3,1+ V 一 5 都 是 不 可 约 元 .现在 6 在 R 中 就 有 两 种 分 
解 方式 : 

6=2.3= (1+V-(1- Vv-5). 

而 2 和 1+ -5 均 不 相伴 ,从 而 破坏 了 分 解 的 唯一 性 . 因而 整 环 Z[V=5] 不 
是 UFD. 

以 上 是 两 个 破坏 性 的 例子 .如 果 从 建设 性 的 角度 考虑 问题 ,除了 Z 以 外 ,目前 
我 们 还 没有 任何 其 他 UFD 的 例子 .由 定义 本 身 来 判断 一 个 整 环 是 否 为 UFD 显然 
不 方便 ,我 们 需要 研究 UFD 本 身 的 性 质 , 并 希望 给 出 刻画 UFD 的 其 他 方法 ， 

定理 3 若 R 为 UFD, 则 尺 具有 下 面 两 个 彼此 等 价 的 性 质 ; 

性 质 1 R 中 不 存在 无 限 的 元 素 序列 a1 ,az ,…，,an，…, 使 得 每 个 wii 都 是 wi 
的 真 因子 . 

性 质 1 对 于 R A aimlai(i=1,2, 
…) 均 成 立 , 则 必 有 正 整 数 N, 使 得 aw~aw+i 一 

证 明 性 质 1 和 1 的 等 价 是 显然 的 ,我 们 只 4 证 性 质 1 

设 ai 为 了 个 不 可 约 元 素 之 积 :ai = pi…p,. 由 于 as 是 ai 的 真 因子 ,从 而 
A1=a2x,XA0, XE U(R). 邻 qs 和 x 分 别 是 和 4 个 不 可 约 元 之 积 , a2 = 
gigioxX 三 ls 则 4 三 1, 并 且 pi…p; = gq1…qili…l;. 由 分 解 唯一 性 可 知 /= 
1+4 之 1， 即 az 分 解 中 不 可 约 因子 个 数 1 要 小 于 a1 的 不 可 约 因子 个 数 7 ,这样 过 
程 显然 不 能 无 限 下 去 ,从 而 证 明了 性 质 1. 证 毕 . 

定理 4 车 R 为 UFD, 则 有 : 

性 质 2 R 中 不 可 约 元 必 为 素 元 . 

证 明 设 p 为 R 中 不 可 约 元 .如 果 piab, 则 pc =ab,cER. 将 a,b,c 写成 
不 可 约 元 之 积 : 

a= pips, b= qq, c= rr,, 
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则 
pi**psgi** qt = prir. 
由 分 解 唯一 性 可 知 p 与 某 个 p; 和 qj 相伴 , 即 pla 或 者 p1b. 即 p 为 素 元 .证 毕 . 
定义 4 设 R 是 整 环 ,a,bE€ R10}). 元 素 d 叫做 是 a 和 b 的 最 大 公 因 子 ， 
是 指 : 
(1) d 是 a 和 b 的 公 因子 , 即 dla,d|b; 

(2) 若 d' 也 是 a 和 4b 的 公 因 子 , 则 d'1 4d. 元 素 a 和 bb 的 最 大 公 因 子 记 
为 (a,b). 

注 记 (1) a 和 4b 的 最 大 公 因 子 若 存 在 则 不 是 唯一 的 . 不 难 证 明 , 如 果 
d = (a,b) 则 与 d 相伴 的 元 素 就 是 a 和 b 全 部 最 大 公 因 子 . 即 a 和 b 的 最 大 公 因 
子 (如 果 存 在 的 话 ) 是 一 个 相伴 元 等 价 类 . 若 (a,b) 一 1, 则 称 a 和 b 互 素 ， 

(2) 类 似 地 可 定义 元 素 a 和 b 的 最 小 公 倍 元 (请 读者 写 出 它 的 定义 ) ,表示 成 
[a,b]. 还 可 对 多 个 元 素 定义 最 大 公 因子 和 最 小 公 售 元 (a1,…,an),[al,*…,anj， 
并 且 ((al,az),as) 一 (al,(azyas)) 等 . 

引 理 设 R 为 整 环 ,a,b,c€E R10), 则 

(1) cla,b)~(ca,cb); 

(2) (a,b)~1,(a,c)~1, 则 (a, bc)~1. 

证 明 (1) 令 d=(a,b),e=(ca,cb), 则 cd|ca,cd|cb. 从 而 
cd|(ca,cb)=e, 于 是 e=cdu,uE€R. 于 是 ca=ex=cdux,xE RR. 从 而 a= dux， 
即 du|a. 同 样 可 证 du1b, 因 此 du|(a,b)=d, 于 是 uwEU(R), 所 以 e~cd. 

(2) 由 (ay,b) 一 1 和 (1) 可 知 (ac,bc)~c. 又 显然 有 (a,ac)~a, 于 是 (a，,bc) 
一 (Cayac),bc) 一 (ay(acybc)) 一 (ayc) 一 1, 证 毕 . 

整 环 中 两 个 非 零 元 素 不 一 定 有 最 大 公 因 子 (和 最 小 公 倍 元 ), 例 如 R= 
Z[LV 一 5] 中 元 素 6 和 2(1+ V 一 5) 就 没有 最 大 公 因 子 (考虑 它们 的 两 个 公 因子 2 和 
1+ V-5). 但 是 对 于 UFD 有 

定理 5 设 R 为 UFD, 则 有 : 

性 质 3 R 中 任意 两 个 非 零 元 素 a 和 b 都 有 最 大 公 因 子 . 

证 明 如 果 a 和 b 有 一 个 是 单位 ,显然 , a,b) 一 1. 否 则 a 和 b 便 可 作 因 
子 分 解 : 

a = Upper yb = vpfip!’, eisfi 0,u,v € UCR). 
其 中 p1,…, pr《r 之 1) 是 R 中 彼此 不 相伴 的 不 可 约 元 .这 里 我 们 允许 Pi 的 指数 ei 
和 fi 可 以 为 0, 并 且 允 许 有 单位 因子 u 和 v，, 是 为 了 在 形式 上 使 a 和 bb 的 分 解 式 中 


。83 。 


近世 代数 引 论 口 OOOODCE 


出 现 同样 一 些 不 可 约 元 .全 gi = min{ei,fi} (1<i<r) 我 们 现在 证 明 d = 8 
PY 是 a 和 局 的 一 个 最 大 公 因 子 . 首 先 ,不 难看 出 d 是 a 和 bb 的 公 因 子 , 其 次 , 若 d” 
也 是 a 和 bb 的 公 因 子 , 对 于 d“ 的 每 个 不 可 约 因 子 p, 则 pld’,d'|a, 于 是 pja, 于 
是 Pe=a=uP…P? ,所 以 已 必 和 某 个 Pi 相伴 .这 样 一 来 ,d 可 分 解 成 d’= wp 
“pr ,ti 之 0,wEU(R). 进 而 ,由 d'|a 可 知 dx=a,xER, 于 是 wp 和 eptr 。x 
= Up?…p” .由 分 解 唯一 性 易 知 ti1<ei(1<i<r). 同 样 可 证 ,<fi(1<i<r)， 
从 而 timin{ei,fi)= gi(1<i<r), 这 就 表明 d'|d，, 从 而 d= (apb). 证 毕 ， 

注 记 类 似 可 证 :对 于 UFD 中 非 零 元 素 a 和 4b, 必 存 在 最 小 公 售 元 [a,b]. 事 
实 上 ,[a,bj]~ph*pY ,hi=max{ei,fi}(1<i<r). 

前 面 我 们 给 出 每 个 UFD 所 具有 的 三 个 性 质 .下 一 个 定理 表明 ,这 些 性 质 也 可 
用 来 刻画 UFD. 

定理 6 设 R 为 整 环 . 则 下 列 三 个 命题 彼此 等 价 : 

(1) R 为 UFD; 

(2) R 满足 性 质 1 和 3; 

(3) R 满足 性 质 1 和 2. 

证 明 〈1) 一 (2) 已 证 . 

(2) 过 (3) 只 需 由 性 质 3 推出 性 质 2, 即 要 证 : 若 R 中 任意 两 个 非 零 元 素 a 和 bb 
均 存 在 最 大 公 因 子 (a，b), 则 每 个 不 可 约 元 都 为 素 元 . 设 p 为 不 可 约 元 ,如果 
a,pHb,a,bER, 易 知 (p,a)~1,(p,b)~l1. 由 前 面 的 引 理 得 到 (p,ab)~1. 于 
是 D1 ab, 即 p 为 素 元 . 

(3) 过 (1) 先 由 性 质 1 证 明 R 中 每 个 非 零 元 素 a 攻 UCR) 均 可 分 解 成 有 限 个 不 
可 约 元 之 积 .如 果 a 不 可 约 则 完毕 .否则 a = a1bi,al 和 了 bi 均 是 a 的 真 因子 .如 果 
41 和 bi 均 不 可 约 则 完毕 ,否则 ai 或 者 bi 又 要 有 真 因子 .根据 性 质 1 这 样 的 过 程 
不 可 能 无 休止 地 进行 下 去 ,因此 a 必 可 分 解 成 有 限 个 不 可 约 元 之 积 . 

再 由 性 质 2 证 明 分 解 的 唯一 性 : 设 4 = pi…ps = gi…q,, 其 中 pi,gj 均 为 R 
中 不 可 约 元 .根据 性 质 2, 它 们 也 是 素 元 .由 于 pi|a = gi…q1, 由 素 元 定义 可 知 四 
必然 除 尽 某 个 qj. 不 妨 设 p11q1, 于 是 gi = piu. 由 qi 不 可 约 可 知 WEUCR). 因 
此 pi1~qi. 从 而 pa…ps = Uqa…g1~~q2…4g1. 这 样 继续 下 去 可 知 s=1, 并 且 存 在 
人 ,2,5} 的 一 个 置换 o, 使 得 忆 一 gb (1<i<s), 这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 
证 毕 . 

现在 我 们 可 以 给 出 更 多 UFD 的 例子 . 

定理 7 每 个 PID( 主 理想 整 环 ) 都 是 UFD. 
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证 明 ”根据 定理 6, 我 们 只 需 证 明 每 个 主 理想 整 环 R 都 有 性 质 1( 它 等 价 于 性 
质 1) 和 性 质 3. 设 al,az,…，,a*,… 是 R 中 元 素 的 无 限 序列 ,并 且 ai |ai(i= 


1,2,3,…). 化 成 主 理想 的 语言 , 则 为 (auD)S(az)S…S(CawJSE…. 令 了 = ce)， 
这 是 R 的 理想 (2.2 节 习 题 11). 由 于 R 为 主 理想 整 环 ,从 而 T= (a),a€R, 由 于 
4 E17T, 从 而 a 必然 属于 某 个 (ak). 由 此 推出 (ae)SCaeDSCacDS…SET=(a). 
于 是 (ak) = (ak+i) =…, 即 ax 一 ak 一 …. 这 就 证 明了 性 质 (1) . 

再 证 性 质 3 设 a,bpER-{(0}. 令 7 为 理想 (ae)+(b). 由 于 尺 是 主 理想 整 环 ， 
从 而 T=(d),dER. 现 在 证 明 d 为 a 和 1b 的 一 个 最 大 公 因 子 .由 于 a=a+0€ 
(a)+(b)=(d), 从 而 dla. 同 样 41b, 即 d 是 a 和 b 的 公 因 子 .如 果 d' 也 是 a 和 
b 的 公 因 子 , 则 d |a,d’1b, 于 是 a€(d),b€E(d), 从 而 (d)= (a)+(b)CS 
(d”), 于 是 d'|d, 这 就 表明 d 是 a 和 b 的 最 大 公 因子 .证 毕 . 

注 记 (1) 我 们 在 下 节 要 证 明 : 若 下 为 域 , 则 多 项 式 环 FLx] 必 为 PID, 从 而 都 
是 UFD. 

(2) 我 们 在 下 节 还 要 证 明 : 若 R 为 UFD, 则 多 项 式 环 R[x] 也 为 UFD, 特 别 
地 ,Z[x] 为 UFD. 但 是 Z[x] 不 为 PID( 由 2 和 x 生成 的 理想 不 是 主 理想 ) ,这 就 给 
出 了 不 是 PID 的 UFD 的 例子 . 

读者 是 否 还 记得 我 们 是 怎样 证 明 整 数 环 Z 为 PID 的 ? 它 是 基于 欧 氏 除法 算 
式 : 设 ”之 1, 则 每 个 整数 m 均 可 表示 成 m = g" + r, 其 中 gqg€2, 而 0<r 二 n. 这 使 
我 们 想到 :能 不 能 找到 一 类 环 有 类 似 欧 氏 除法 算式 那样 的 特性 ,从 而 使 这 种 环 均 是 
PID? 下 面 是 这 方面 一 个 成 功 的 尝试 . 

定义 5 设 NN 是 非 负 整 数 集合 . 整 环 R 叫做 欧 氏 整 环 (简写 为 ED) ,是 指 我 们 
能 定义 一 个 映射 p:R 一 N 具有 以 下 性 质 (叫做 欧 氏 性 质 ) : 

(1) p(x)=0 Ox=0; 

(2) 对 于 a,b€ER,b 隆 0, 均 有 gq,rER, 使 得 a= bg+r, 并 且 9Cr)<p(b). 

例 5 整数 环 Z 取 p(n)= |n|, 则 上 述 欧 氏 性 质 即 为 通常 的 欧 氏 除法 算式 .从 
而 Z 为 ED. 

例 6 对 于 每 个 域 下 , 令 9(0) =0, 而 当 xEF- {0} 时 ,p(x)=1. 易 知 9 满足 
欧 氏 性 质 ,从 而 每 个 域 都 是 ED. 

例 7 考查 整 环 ZLV 一 1]. 它 的 商 域 为 QLV 一 了 ,在 QLV 一 了 中 定义 g(a+ 
bvV-1)=a?+b?,a,bEQ. 易 知 

P(A)=0 Ox=0; plaB)= 9(a) p(B). 
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如 果 a,BEZ[V= 了 ,Bp 取 0, 则 B8-1EQ[V- 了 0, 令 
aB i=p+y V-1, ££,vEQ. 
我 们 取 u,vEZ, 使 得 e=4-u 和 7=y-v 满足 le| 坟 1/2,|17| 去 1/2 于 是 
a= Blu+t+vvV-1)+Be +yvV-D). 

由 于 a,hB 和 gq=BCu+v VY- 了 ) 均 属于 ZLV= 了 ,从 而 r=Ble+ 7 V 一 了) 也 属于 
Z[V- 卫 .于 是 a=pBq+r, 而 

P(r) = p(B pl(e + yV-1) = p(B) (e+ Wy) 

<o(B) (+)< pp. 

这 就 表明 9 限制 在 Z[V 一 了 上 有 了 欧 氏 性 质 .于 是 ZLV= 了 ] 为 ED. 

最 后 我 们 证 明 : 

定理 8 每 个 ED 必 为 PID( 从 而 为 UFD). 

证 明 设 R 为 ED,p:R 一 N 是 具有 欧 氏 性 质 的 映射 . 令 了 为 R 的 理想 .如 果 
9(7) = (0)，, 由 欧 氏 性 质 (1) 可 知 1= (0), 从 而 是 主 理想 .如 果 pC7) 取 (0), 以 n 表 
示 集 合 Y(7) 中 最 小 正 整数 ,并 且 取 bE 1 使 得 9(b) =n, 于 是 b 关 0. 对 于 每 个 aE€ 
1， 由 欧 氏 性 质 (2) 可 知 有 q,rE R, 使 得 a= bq +r 并 且 P(r) 二 p(b)=n. 由 于 a， 
bET, 从 而 r=a -bq€E7. 但 是 n 是 p(T) 中 最 小 正 整数 ,而 9(7)E 9(D,9(7) 二 
,从 而 必然 p(r)=0, 即 +=0, 于 是 a = bgq. 这 就 表明 1 是 主 理想 (5b), 因 此 RR 为 
PID. 证 毕 . 


习 题 


1. 设 民 为 整 环 ,a,b€ER-{0}),a~b. 求 证 : 

(1) 车 a 为 不 可 约 元 , 则 b 也 为 不 可 约 元 ; 

(2) 若 a 为 素 元 , 则 b 也 为 素 元 . 

2. 设 R 为 UFD,a,b,c 为 R 中 非 堆 元素. 求证: 

(1) ab~(a,b)[a,b]; 

(2) 若 albc,(a,b)=1, 则 alc. 

3. 设 R 为 PID. 求 证 : 

(D(aq) 1(b)=([a,b])( 右 边 表示 由 [a,b] 生 成 的 主 理想 ), 并 且 (a) 站 (b) 
=(0 DO(a,b)=1; 

(2) 方程 ax + by=c 在 R 中 有 解 (x,y) 的 充 要 条 件 是 (a,b)|c. 
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4. 证 明 Z[xj 不 是 PID. 

5. 设 a 为 主 理想 整 环 D 中 的 非 零 元 素 .求证 : 若 a 为 素 元 , 则 D/(a) 为 域 ;车 
a 不 是 素 元 , 则 D/(a) 不 是 整 环 . 

6. 证 明 ZLV 一 2] 是 欧 氏 整 环 . 

7. 设 DD 是 PID,E 为 整 环 ,并 且 DD 是 E 的 子 环 .a,bED 一 {0). 如 果 d 是 a 
和 b 在 D 中 的 最 大 公 因子 ,证 明 d 也 是 a 和 b 在 EE 中 的 最 大 公 因 子 . 


附录 2.1 高 斯 整数 环 与 二 平方 和 问题 


我 们 刚刚 证 明了 环 Z[V 二 可 是 欧 氏 整 环 ,从 而 也 是 主 理想 整 环 和 唯一 因子 分 
解 整 环 .在 本 附录 中 我 们 要 深入 探讨 一 下 : 环 Z[LV 一 了 中 的 每 个 元 素 a+b V1 
(a,bEZ) 如 何 具体 分 解 成 不 可 约 元 之 积 ? 作为 应 用 ,我 们 还 要 用 环 ZLV 一 了 中 
元 素 分 解 特性 解决 初等 数论 中 一 个 著名 问题 一 二 平方 和 问题 . 环 G=ZLV -1] 
是 高 斯 最 早 进行 深入 研究 的 ,后 人 称 它 为 高 斯 整数 环 , 而 其 中 每 个 元 素 a + 
b V=IiCa,bEZ) 叫 做 高 斯 整数 . 

我 们 先 来 决定 环 G=Z[V= 如 的 单位 群 U(G). 为 此 考查 具有 了 欧 氏 性 质 的 范 
数 映射 

N:G -~N = {0,1,2,.…), 

Nla+bvV-I)= (a+bvV-Dla-bvV-1l)= a +b’. 
与 2.4 节 例 4 中 考查 环 Z[V 一 5] 的 情形 完全 类 似 地 可 知 

at+bvV-i€EU(G)SON(a+bvV-1)=a+b=1. 
由 此 即 知 :U(G)= {+1, 土 V1). 

下 一 个 问题 自然 是 想 确定 出 环 G 的 所 有 不 可 约 元 ( 即 素 元 ), 设 a=a+t 
b VI 是 环 G 中 一 个 不 可 约 元 ,考虑 集合 S = { 正 整 数 n| 在 环 G 中 a|n). 由 于 
al(at+bV-D(a-bV- 了 j=a?+b? 之 1, 从 而 a?+b?*E5, 即 5S 是 非 空 集合 . 
我 们 以 n 表示 5 中 最 小 的 正 整 数 .如 果 n= mnzlni,ns€2), 由 于 a 是 G 中 素 
元 ,从 而 由 a|n= ninz 可 知 a|ni 或 者 a|n2, 由 此 不 难看 出 n 必然 是 有 理 素数 ( 今 
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后 为 了 与 G 中 素 元 相 区 别 ,我 们 把 Z 中 通常 素数 叫做 有 理 素 数 ). 这 就 表明 : 环 G 
中 每 个 不 可 约 元 a + b V 一 1 都 是 某 个 有 理 素 数 p 的 不 可 约 因 子 , 所 以 ,我 们 的 问 
题 归结 为 研究 每 个 有 理 素 数 p 在 环 G 中 如 何 分 解 成 不 可 约 元 之 积 . 

引 理 1 每 个 有 理 素数 p 在 环 G 中 均 是 不 超过 两 个 不 可 约 元 之 积 .并 且 若 
P= XAinz《xisxz 为 G 中 不 可 约 元 ), 则 

Nm) = N(x2) = p. 

证 明 设 p=xirx2…xn, 其 中 zx; 均 为 G 中 不 可 约 元 .等 式 两 边 取 范 数 即 知 
P=p* p=N(p)=N(m)…N(x,). 但 是 N(xi) 均 是 大 于 1 的 有 理 整 数 .从 而 必 
然 有 n 壹 2, 并 且 当 n=2 时 ,N(x1)= NCrs) = 了 .证 毕 . 

根据 这 个 引 理 ,每 个 有 理 素数 p 在 环 G 中 的 分 解 只 有 两 种 情形 :或 者 p 在 G 
中 仍 不 可 约 ,或 者 p = r 元 ,其 中 zx 和 元 是 G 中 两 个 不 可 约 元 ,并 且 N(x)= 
N(z)=p, 这 里 元 事实 上 是 与 x 共 思 的 复数 .那么 ,对 于 每 个 有 理 素数 P, 如何 判 
别 p 属 于 上 述 情形 的 哪 一 种 呢 ? 我 们 需要 初等 数论 中 关于 二 次 剩余 的 勒 让 德 


(Legendre) 符 号 (名). 设 为 有 理 素数 ,a 是 有 理 整数 ,并 且 p | a. 如 果 a 是 模 p 
的 二 次 剩余, 即 存 在 有 理 整 数 x 使 得 x 三 a(mod p), 则 令 (各) = 1. 否则 便 令 
(如)= -1. 我 们 在 初等 数论 中 已 学 过 勒 让 德 符号 的 以 下 性 质 ， 
b\- b HE 
GD 若 a,bEZ,P1ab, 则 (2 ) = (全 )( 7). 换 句 话说 ,映射 
(P):U(Z,) = Zn - {0} —> {+ 1), aCmodp)m(8) 


是 从 Zn 的 单位 群 U(Z, ) 到 二 元 乘法 群 { 土 1} 的 同 态 . 

(2) 当 p 是 奇 素数 时 ， 
他 )- (DD 时 = | 1, 加 果 记 =1(ined4)， 

一 1， 如 果 p 二 3(mod4). 

现在 我 们 来 证 明 : 

定理 1 设 p 是 有 理 素数 ,G =Z[V 一 1]. 

(1) 当 p=2 时 ,2= (+ 让 (1 一 站 ,而 1+i 为 G 中 不 可 约 元 ; 

(2) 当 p 三 3(mod4) 时 ,p 为 G 中 不 可 约 元 ; 

(3) 当 p 二 1(mod4) 时 ,p= r 元 ,其 中 x 和 元 为 G 中 不 可 约 元 . 

证 明 首先 我 们 注意 一 个 事实 : 设 a€ G. N(a) = 4 是 有 理 素数 , 则 像 前 面 引 
理 1 的 证 明 一 样 可 知 a 必 是 G 中 不 可 约 元 .特别 地 ,NGCL+iD =2, 从 而 1+i 是 G 
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中 不 可 约 元 .这 就 证 明了 (1). 
现在 设 p 为 奇 素数 ,如 果 p=xz, 则 N(x)=N(z)=p, 令 x=a+bV-l， 
则 + 下 = PCa,bEZ 易 知 p1a,p1D ,而 @ 二 一 太 (modp). 于 是 1= (全 ) = 


(€)= (EE)= (3)E) = (3) hm pla. =moed 


时 ,p 在 G 中 不 能 是 两 个 不 可 约 元 之 积 ,从 而 p 本 身 在 G 中 仍 不 可 约 ,这 就 证 明了 
(2) ,最 后 若 p=lmod4), 则 ( 卫 ) =1, 即 存在 整数 a 使 得 a? 三 -1(modp) .于 
是 pla?+1=(a+V-1)(a-V-71). 但 是 在 G 中 ph (a+V-1),plh(a- 
VD. 因为 el¢ G. 这 就 表明 p 不 是 G 中 的 素 元 , 即 不 是 不 可 约 元 ,所 以 
必然 p= r 元 .这 就 证 明了 (3). 证 毕 . 

例 将 29-2V 一 1 分 解 成 G 中 不 可 约 元 之 积 . 

解 N(29-2V 一 1)=29?+2?=845=5X13?, 根 据 定理 1 知 5= (1+2V 一 了) 
(1-2V=i),13=(2+3V=-1)(2-3V=I), 从 而 29-2V=I 的 不 可 约 因子 只 能 
是 1+2V=I 和 2+3V=I. 通 过 试 除 即 知 29-2V=-I=(2+3V=-I):( -1 
2V 一 1]) (注意 -1-2V 一 1 和 1+2V 一 1 相伴 ). 

最 后 我 们 应 用 定理 1 解决 一 个 初等 数论 问题 :对 于 哪些 正 整数 n ,不 定 方程 
n=x?+y? 有 (有 理 ) 整 数 解 (x,y)? 即 哪些 正 整 数 n 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 
和 ? 高 斯 把 这 个 环 Z 上 的 问题 放 到 更 大 的 环 G = ZLV -1] 上 来 考虑 :n= x? + 网 
= N(x+yvV 一 1). 所 以 ,n 能 表示 成 二 有 理 整数 平方 和 的 充 要 条 件 是 n 为 菜 个 高 
斯 整数 的 范 数 .由 此 得 到 : 

引 理 2 以 5 表示 可 以 表示 成 二 有 理 整数 平方 和 的 全 体 正 整 数组 成 的 集 
合 . 则 

(车 n,mE3, 则 nmE53; 

(2) 设 p 为 有 理 素 数 ,车 p=2 或 者 p 三 1(mod4), 则 PEZ; 而 当 了 三 
3(mod4) 时 ,p43. 

证 明 (1) 若 n,m€E53, 则 n=N(a),m=N(B),a,BEG. 于 是 nm= 
N(aB),aBE SES, 从 而 nm € 3. 

(2) 2= NCQ+V- 了 DD)= 了 + 了 ,车 p 三 1(mod4), 则 p=xz,x 是 G 中 不 可 约 
元 ,从 而 N(x) =p, 于 是 pE3. 最 后 ,车 p 三 3(mod4), 由 于 对 每 个 整数 n,n? 二 0 
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或 1(mod4), 因 此 x?+y? 二 3 或 p(mod4) 无 解 ,于 是 妇 + y? =p 也 无 整数 解 , 即 
p#3. 证 毕 . 

上 面 引 理 已 经 决定 出 哪些 有 理 素数 p 可 以 表示 成 两 个 有 理 整数 的 平方 和 . 现 
在 我 们 对 于 任意 正 整数 n 宇 2 完全 解决 这 一 问题 . 下 面 定理 中 我 们 使 用 了 符号 
a" ‖ 8, 其 含义 是 er"18, 但 er/ 8. 

定理 2 设 "之 2 为 有 理 整数 . 则 nE 5 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 n 的 每 个 素 
因子 p, 如 果 p 寺 3Cmod4),p" | n, 则 7 为 偶数 . 

证 明 ” 先 证 条 件 是 充分 的 . 设 n= phi…pr' 是 n 在 Z 中 的 素 因 子 分 解 式 ,其 中 
Pi,…,P, 是 彼此 不 同 的 有 理 素数 ,ri 之 1(1<i<). 如 果 p; =2 或 p; 二 1(mod4)， 
则 由 引 理 2 的 (2) 可 知 p, &€ 53, 从 而 再 由 引 理 2 的 (1) 可 知 pi € 3. 如果 pi 二 
3Cmod4) ,由 定理 假设 条 件 知 r; 为 偶数 ,于 是 pf = (pi)? + 02, 从 而 也 有 BE 
.于 是 每 个 pf (1<i<1) 均 属于 , 再 由 引 理 2 的 (1) 便 知 n= pl pr Es: 

再 证 条 件 的 必要 性 . 设 nE53, 于 是 n=N(at+bV-D)=(a+bV=1)(a- 
bY 了 DD),a,bEZ, 设 pp 是 n 的 素 因 子 并 且 p 二 3(mod4). 则 p 是 环 G 中 的 不 可 约 
元 . 令 p"'|b,p'|a,p* (atbV=DD,p’ (abV 一 了 D), 易 知 A =min{ryt) = 
3 于 是 习 | (ae+bpV=iCe-bpV=ITD)=m 而 +s= 2 是 偶数 . 这 就 证 明了 
条 件 的 必要 性 .证 毕 . 


习 题 


1. 设 pp 为 奇 素数 ,p 三 1(mod4), 如 果 (a,b) 是 不 定 方程 x+ 只 = 六 的 一 组 
整数 解 , 则 它 的 全 部 整数 解 为 (x,y) =( 士 a, 土 D),( 土 让 , 士 @)， 

2. 分 别 将 60 和 81+8 V 一 1 在 环 Z[V 一 1] 中 分 解 成 不 可 约 元 之 积 . 

3. 采用 本 附录 所 述 方法 研究 下 面 初等 数论 问题 :哪些 正 整数 n 可 以 表示 成 
n=x?*+2y?( 其 中 x,y€EZ)? 


2.5 多 项 式 环 


我 们 在 本 节 要 集中 介绍 多 项 式 环 的 各 种 性 质 . 设 R 是 任意 环 ,x 是 一 个 文字 
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(x 儿 R). 我 们 以 RLx] 表 示 集 合 
R[x]= {f(x) =ao+ax+…+ax aeER(GOOsi 和 mn) 二 0)， 
R[x] 中 每 个 元 素 f(x) = ao+ aix+…+anx" 则 做 R 上 ( 即 系数 属于 R 的 ) 关 于 
x 的 多 项 式 .ao 叫做 有 (x) 的 常数 项 . 如果 an 天 0, 称 a。 为 f(x) 的 首 项 系数 ,并 且 
定义 有 (x) 的 次 数 是 n ,表示 成 degf= nn. 如 果 as=1,f(x) 叫 做 首 1 多项式. R[x] 
中 上 述 多 项 式 f(x) 和 多 项 式 g(x) = bo + bix +…+ bnx" 相等 , 指 的 是 对 应 系数 
均 相 等 , 即 ai = bi;(0<i<n). 
在 集合 RLx] 上 自然 地 定义 加 法 和 乘法 :对 于 RLx]J 中 的 多 项 式 


flx) = Daix', g(x) = Dbjxi, 
i=0 130 


max(m,n) 


f(x) + g(x)= 名 (ak + bi)x* ( 当 大 之 让 时 , 令 am = 0)， 
flx)g(x)= 六 co ， ck 三 = Db, 
可 直接 验证 RE] 对 于 上 述 二 运算 形成 环 ， 叫做 多 项 式 环 ， 易 知 : R[x] 为 交换 环 怠 
R 为 交换 环 ; R[x] 有 和 元 素 合 R 有 么 元 素 . 类似 地 可 定义 多 个 文字 的 多 项 式 环 
R[xi,x2，,…,Xn], 并 且 R[Lx] 可 自然 地 看 成 是 R[x,y] 的 子 环 ,等 等 . 

定义 1 设 E 是 环 ,R 是 E 是 子 环 .f(x)=ao+ax+*…+anx"€ R[xj. 对 

于 每 个 a€E, 定 义 

f(a) = ao+ara+…+ana" € E (这 是 E 中 的 运算 ). 
称 f(a) 是 f(x) 在 a 处 的 取 值 ,或 叫 将 x=a 代入 f(x) 而 得 到 的 值 .如 果 f(a)= 
0, 则 称 a 是 多 项 式 f(x) 在 环 E 中 的 一 个 根 (或 零点 ). 

注 记 一 个 容易 犯错 误 的 地 方 是 :如 果 E 不 是 交换 环 , 则 对 于 a € E, f(x)， 
g(xX)EELxj]; 当 h(x)=f(x)g(x) 时 ,h(a)= f(a)g(a) 往 往 是 不 对 的 ! 这 是 因 
为 :仔细 考查 多 项 式 乘法 的 定义 可 知 ,在 R[xj 中 文字 x 与 R 中 元 素 是 乘法 可 交换 
的 ,( 按 定义 ,对 于 cE R ,多项式 x 和 多 项 式 c 相 乘 为 x。c = cx) 而 当代 入 x=a 
之 后 ,a 与 f(x) 和 g(x) 的 诸 系 数 不 一 定 可 交换 . 从 而 f(a)g (a) 可 能 不 等 于 


ha), 例 如 取 R= MCZ),A=(? 0),B=(0 1),f(x)=x+Ag(x)=x-A 


1 0 0 0 
为 RLx] 中 多 项 式 . 则 
h(x) = f(x)g(x) = x2 — A?. 
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但 是 (0 0) = A(B) 天 MB)8(B) = (“ .当然 , 若 巨 是 交换 环 , 则 不 存在 这 
样 的 问题 


现在 进一步 谈 多 项 式 环 的 各 种 性 质 . 

定理 1 若 R 为 整 环 , 则 多 项 式 环 R[x]( 从 而 REx1，,…,x，]) 也 是 整 环 . 

证 明 设 fx),g(x) 都 是 R[x] 中 非 零 多 项 式 . 则 f(x)= ao + arx+…+ 
amX™" ,g(xX)= bo+ bix+*+ bnx" ,其 中 ai,bj€ER,an@A0,b,0, m,n 之 0. 于 
是 f(x)g(x)=aobo + (aibo + aobi)x+…+ambnx”"*", 由 于 R 是 整 环 ,从 而 
anmbu 天 0, 即 f(x)g(x) 隆 0, 因此 R[x] 为 整 环 .证 毕 . 

我 们 已 经 定义 了 非 零 多 项 式 f 的 次 数 degf. 由 于 技术 上 的 原因 ,我 们 规定 
deg0= -oo ,并且 (-o)+(-o)= 一 o(-o)+7=(-o),(-o) 王 (对 每 
个 n€2). 

定理 2 设 R 为 环 ,f(x),g(x)E€ERLxj. 则 

(1) deg(f + g)<max{degf,degg); 

(2) deg fa<degf + degg; 

(3) 如 果 f 或 者 g 的 首 项 系数 不 是 R 中 零 因子 , 则 

degfe = deg + degg. 

证 明 留 给 读者 自行 验证 .这 里 只 想 指出 ,在 本 定理 前 面 的 规定 之 下 ,此 定理 
对 于 /或 8 为 零 的 情形 也 是 对 的 . 

定理 3 若 R 为 整 环 , 则 UC(R[x])=U(R). 

证 明 设 f(x)EUCR[x]), 则 有 g(x)E R[xj, 使 得 f(x)g(x)=1. 由 定理 2 
的 (3) 可 知 degf+degg=0, 从 而 必然 degf=degg=0, 即 f=a,g=b,a,b€ER- 
{0}, 于 是 ab=1, 即 f(x) = aE€ UCR). 反 过 来 ,R 中 的 单位 当然 是 R[x] 中 单位 . 
证 毕 . 

定理 4( 欧 氏 除 法 算式 ) 设 R 为 含 么 环 ,f(x),g(x)E R[x], 并 且 g(x) 的 首 
项 系数 是 R 中 单位 . 则 存在 唯一 的 g(x),r (x) € R[x]. 使 得 f(x) = 
q(x)g(x)+r(x), 并 H degr 一 deg8g. 

证 明 先 证 存在 性 .如 果 deggdegf, 则 取 q=0,r=f 即 可 .以 下 设 degg 壹 
degf, 这 时 有 


1 = Daw', gt0 = Db an 天 0,bn 0,m<n. 


并 且 由 定理 假设 b。 EUR). 我 们 对 n= degf 进行 归纳 .如 果 n=0, 则 m= 
0, 于 是 f=ao€ R,g= bo EU(R), 这 时 取 q= aobo!,r=0 即 可 (注意 degr = 


ss 
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deg0= - <<0= degg). 现 假设 对 于 次 数 三 n -1 的 f 均 存在 欧 氏 除法 算式 ,而 
degf = 站 .由 于 (as baix"") g(x) 为 n 次 多 项 式 , 首 项 系数 为 a,, 因 此 
f- (anbax"-")g(x) 的 次 数 小 于 n. 由 归纳 假设 可 知 存在 q'(x),r(x)€ RLx] 
使 得 
f-(anbanix"")g(x)=q (x)g(x) +r(x), degr ~degg, 
令 q(x)=anbaix" "+g (x) 即 可 . 
再 证 唯一 性 . 设 f= qig+ri= qzg +rz,degri<degg,degr:< 二 degg. 则 
(qi 一 92)g= rz 一 ri. 由 于 g(x) 的 首 项 系数 是 R 中 单位 ,根据 定理 2 的 (3) 可 知 
deg(q1— q2)+degg =deg(rs— ri )<max(degri,degr.)}<degg. 
这 只 有 在 deg(q1 92)=deg(rs 一 1) = 一 时 才能 成 立 ,于 是 q1 -qs=0=n 一 
rz, 即 gl = qz ,r= rz. 证 毕 . 
定理 4 有 许多 重要 的 推论 .首先 ,如 果 FF 为 域 ,由 定理 1 知 FLxj 是 整 环 .由 于 
F[x] 中 每 个 非 零 多 项 式 的 首 项 系数 均 是 下 中 单位 ,从 而 定理 4 中 的 算式 对 于 
FLx] 中 任意 多 项 式 f 和 非 零 多 项 式 g 均 是 存在 的 .如 果 我 们 令 
9:F[Lx]>N, fr 2 
则 易 验 证 9 满足 上 节 中 所 述 的 两 条 欧 氏 性 质 .这 就 证 明了 : 
系 1 若 下 为 域 , 则 FL[x] 为 欧 氏 整 环 ,从 而 也 为 PID 和 UFD. 
系 2( 余 数 定理 ) 设 R 为 含 么 环 ,f(x)E R[xj]. 则 对 于 每 个 元 素 cER, 均 有 
唯一 的 多 项 式 g(x)E€ R[x], 使 得 f(x)= q(x)(x-c)+f(c). 
证 明 在 定理 4 中 取 g(x) = x 一 c, 则 存在 唯一 的 r(x)€ R[x] 和 
n-] 
q(x)= be E RLx] ,使 得 
f(x)= q(x)(x-c)+r(x), degr(x)<deg(x—c)=1. 
于 是 r(x) = rE R .我 们 只 需 再 证 r+ =f(c). 由 于 没有 假定 R 是 交换 环 ,我 们 不 能 
将 x=c 直接 代入 上 式 , 而 要 用 定义 计算 f(c). 由 于 
f(x) = q(x)(x-c)+r=-boc+t D3 bic + bra)x*t + baix"+r, 
k=0 
从 而 
flc)=- boc+ Dbictbrnc + bric+r 
k=0 
nl nm 
三 一 bkcte + >)beaice+r=0+r= 
k=0 k=1 
证 毕 . 
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定理 5 设 R 是 含 么 交换 环 . f(x)E€ R[xj,cER. 则 cc 为 f(x) 的 根 
x-c) f(x). 

证 明 之 由 定理 4 的 系 2 即 知 . 

< 二 由 系 2 知 f(x)=qCx)Cx-c)+f《c). 若 (x-c)|f(x), 则 有 h(x)€ 
RLx] 使 得 

h(x)(x—c)= f(x) = q(x)(x -ce)+ fe). 
由 于 假设 R 为 交换 环 ,可 将 x=c 代入 上 式 即 知 f(c)=0, 即 c 为 (x) 的 根 .证 毕 . 

定理 6 设 D 和 E 均 为 整 环 ,DSE 则 对 于 每 个 多 项 式 /(x)E D[xj, 它 在 E 
中 至 多 有 n 个 不 同 的 根 ， 

证 明 设 c1,cz，…,cm，… 是 f(x) 在 E 中 两 两 相 异 的 根 ,由 定理 5 可知 f(x》 
= qi(x)(x Cc1),qi(x)EE[Lx], 由 于 E 是 交换 环 ,从 而 0=f(c2)= qi(c2s)(cz— 
c1). 但 是 cz: 天 ci 而 E 为 整 环 ,从 而 qi1(cz)=0, 即 q1(x) = qz《x)(x 一 cz), 从 而 
f(x) = q(xX)(x 一 cz)《x 一 c1). 如 此 继续 下 去 便 知 8(x) = (xc1)(x- cz)*… 
(x 一 cm) 可 整除 多 项 式 f(x), 从 而 m = degg 二 degf=n. 即 f(x) 在 E 中 的 相 异 根 
数 不 超 过 n 个 .证 毕 . 

注 记 定理 6 中环 EE 的 交换 性 是 不 可 缺少 的 .例如 在 实 四 元 数 体 理 中 ,多 项 
式 x+1 有 多 于 2 个 根 ,因为 +i, 土 j, 土 k 均 是 它 的 根 .事实 上 , 易 知 x*+1 在 H 中 
有 无 穷 多 个 根 . 


定理 7 设 D 为 UFD,F 为 D 的 商 域 , Kx) = YaxtE D[x]. 设 w=c/d 
EF 是 f(x) 在 下 中 的 一 个 根 ,其 中 c,d€D,c 关 0,d 关 0, (c,d)=1, 则 在 D 中 
clao ,dla,. 

证 明 由 f(u)=0 可 知 

aod" = 一 caicradeb 一 Qnc” = dT cdrm, 
各 名 

由 (cy,d)=1, 即 知 clao 和 dla,. 证 毕 . 

例 1 多 项 式 f(x)=3xt+6x? 一 21x? 一 203x -4EZ[x] 的 有 理 根 只 能 是 土 1， 
十 2, 土 4, 土 二, 土 羡 和 土 入 .直接 验证 可 知 只 有 4 是 xz) 的 有 理 根 . 

重 根 问题 

定义 2 设 DD 为 整 环 ,c €E D,f(x)E€D[xj, 如 果 (x 一 c)" f(x)( 即 
《x 一 c)"|f(x) 但 是 (x 一 c)"*!4 f(x)),m 宇 2, 则 称 c 是 有 (x) 的 重 根 并 且 重 数 为 
m. 车 m=1, 则 称 c 为 f(x) 的 单 根 . 
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我 们 在 微 积分 中 学 习 过 复 系数 多 项 式 f(x) = Dax' E CLx] 的 重 根 判别 


法 :复数 c 是 /Cx) 的 重 根 名 fCc) = fc) = 0, 其 中 f(x) = iawr! € C[x] 
是 f(x) 的 微 商 . 这 个 结果 可 以 推广 到 任意 整 环 D 上 . 对 于 每 个 多 项 式 f(x) = 


Be x' € DLx], 则 多 项 式 ia = 仍 属于 D[z], 叫 做 f(x) 的 形式 微 商 .不 难 


验证 ， 通常 的 微 商法 则 在 这 里 仍旧 适用 ， 即 车 f(x),g(x) € D[xj,c € D, 则 
(cj = of, (tsg) ”= 站 +5 
(fe) = fg + fe’, (8")7 = mg" 18' (对 于 nn 之). 
定理 8 设 D 和 E 为 整 环 ,DCSE,f(x)E D[x],cEE, 则 
(1) c 为 f(x) 的 重 根 售 f(c)=f(c)=0; 
(2) 如 果 D 为 域 ,并 且 在 D[x] 中 (f,f)=1, 则 f(x) 在 E 中 没有 重 根 . 
证 明 (1) 设 (x-c)" f(x), 则 f(x)=(x-c)"g(x), g(x) €E ELx], 
8(c) 天 0, 于 是 
f(x) = mx— ce)" lg(x) + (x — cc)"g (x). 
如 果 c 为 fx) 的 重 根 , 则 m 宇 2, 从 而 f(c)= 扩 (c)=0. 反 之 , 若 f(c)=0, 则 mm 之 
1. 如 果 m=1, 则 了 (x)=g(x)+(x-c)g'(x), 于 是 f(c)=g(c) 关 0. 因 此 车 又 
有 f(c) =0, 则 必然 m 三 2, 即 c 为 f(x) 的 重 根 . 
(2) 如 果 D 为 域 , 则 D[x] 为 PID, 所 以 当 (f, 了 ) =.1 时 ,有 h(x)， 
k(x)E D[xj, 使 得 
fx)hCx) + f (x)k(x) = 1. 
如 果 c 是 f(x) 在 E 中 的 重 根 , 则 由 (1) 知 f(c)= 拓 (c)=0, 代 和 信 上 式 x=c 得 到 矛 
盾 :0=1, 所 以 f(x) 在 E 中 没有 重 根 .证 毕 . 
高 斯 定理 
现在 我 们 着 手 证 明 高 斯 关于 多 项 式 环 的 一 个 著名 结果 : 如果 D 是 UFD, 则 
DLx]( 从 而 DLx1,…,x，j) 也 是 UFD. 我 们 首先 引入 一 个 概念 : 


定义 3 设 D 是 UFD.0 关 f(x) = 3 x E DLxj ,我 们 把 fx) 诸 系数 (在 


D 中 ) 的 最 大 公 因 子 (co,ci,*… ,cn ) 叫 做 Fx) 的 容量 (Content， 这 是 高 斯 本 人 起 的 
名 称 ) ,并 且 表 示 成 c( 方 . 作 为 D 中 一 些 元 素 的 最 大 公 因子 ,可 知 c( 了 ) 是 一 个 相伴 
元 素 的 等 价 类 .如 果 c( 户 一 1, 则 称 f(x) 是 DLx] 中 本 原 多 项 式 . 

对 每 个 非 零 元 素 dE 了 , 则 (daeo, da) 一 dCao ar) 所 以 cCdf) 一 
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d…c( 帮 .特别 地 ,jxz)=c(P。g8Cr), 其 中 8Cz) 是 D[z] 中 本 原 多 项 式 . 
高 斯 引 理 设 DD 为 UFD,f(x),g(x)ED[x], 则 c( 扫 )=c(f) .clg), 特 别 
地 ,DLx] 中 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 令 f=c( 有 ) 有 ,8=clg)g1, 其 中 用 和 gi 是 本 原 多 项 式 , 则 
cfg) = cCcCpc(8) 户 8) = cf)clg) cfig). 
因此 只 需 证 明 fg1 是 本 原 多 项 式 . 令 


n 由 
户 = Daix', Bi = Dy bjx’, 
名 Per 


fig = ee ck = Dab,. 
= 人 
如 果 万 81 不 本 原 , 则 存在 D 中 素 元 ,使 得 plci(0<k 过 m +n). 另 一 方面 ,由 于 
刻本 原 ,c( 有 hn)EUCD), 因 此 pc(f1). 于 是 有 s(0<<s<<n), 使 得 plai(0<i<s 
一 了 ), 而 pH 人 as. 同 样 地 有 整数 1(0 过 1 过 m) 使 得 p| bj(0<j<t-1), 而 phb. 
但 是 
ples = aobs tot arb t+ asbst+ambrit+e+ Qs+ibo. 

右边 除了 asb, 之 外 其 余 各 项 均 可 被 p 整除 ,因此 p|asb,. 但 是 了 为 素 元 而 p 
4s，,PVW bi 这 就 导致 矛盾 .所 以 户 8g: 为 本 原 多 项 式 , 证 毕 . 

引 理 1 设 DD 为 UFD,F 为 DD 的 商 域 ,f(x) 和 g(x) 是 D[x] 中 的 本 原 多 项 
式 , 则 f~~g( 在 D[xJ 中 ) 镶 f~~g( 在 FLx]J 中 ). 

证 明 一 是 显然 的 ,因为 DLx] 中 单位 也 是 FLx] 中 单位 . 

三 设 在 FLxj 中 f~g, 则 f= gu,u 为 FL[x] 中 单位 .但 是 UCF[x])=UCF)= 
一 {0}, 从 而 w= b/c,b,cED,c 承 0. 于 是 cf = bg. 由 于 ff 和 g 在 D[x] 中 本 原 ， 
从 而 cC( 有 和 clg) 均 是 DD 中 单位 .因此 

c~e*c(f~elc) ~e(bg)~ bc(g)~b, 
即 b=cv,vEU(D). 但 是 cf= bg=cvg 而 c 承 0, 于 是 f= Vg, 这 就 表明 在 D[x] 中 
j 一 8. 证 毕 . 

引 理 2 设 DD 为 UFD,F 是 D 的 商 域 ,f(x) 为 D[x] 中 本 原 多 项 式 并 且 degf 
之 1. 则 f(x) 是 D[xj 中 不 可 约 元 铝 f(x) 是 F[x] 中 不 可 约 元 . 

证 明 一 若 f(x) 在 FLx] 中 不 可 约 , 而 在 DLx] 中 fLxj]=g(x)h(x), 其 中 
g(x),h(x)ED[xj. 由 于 f 在 FLx] 中 不 可 约 , 从 而 8g(X) 和 h(x) 必 有 一 个 属 
U(F[xJj)=F- {0}. 不 妨 设 g(x) = gEF- {0), 于 是 gEDLxJNF- {0))= 
DD 一 {0}). 从 而 在 D[xJ 中 cc(f)=g。c(h(x)). 由 于 f(x) 在 D[x] 中 本 原 , 从 而 
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1~ce(P=g.cCpn(z)). 于 是 gCz)=8EUCD). 即 jx) 为 D[x] 中 不 可 约 元 . 

之 设 f(x) 是 DLx]j 中 不 可 约 元 ,而 在 FLx] 中 f(x)= gC(X)h(x), 其 中 8(X)， 
h(x)EF[Lx]. 如 果 g(x) 和 h(x) 均 不 是 F[xj] 中 单位 , 则 deg 8g，,degh 之 1. 于 是 通 
过 将 系数 “ 通 分 ”, 从 而 写成 

g= fe(x), 下 = h(x), 
其 中 a,bsycsdED-{0), 而 g(x) 和 h(x) 均 为 DL[xj 中 本 原 多 项 式 .于 是 fx) 
= 外 gh'. 由 于 f 在 D[x] 中 本 原 ,因此 在 D 中 ， 


bd ~ bd*»c(f) ~ cl(bdf) ~ clacg'h’) ~ ac. 
从 而 在 D[x] 中 f~gh .但 是 degg’ =degg 之 1,degh' =degh 之 1, 这 就 与 在 
D[x] 中 不 可 约 矛盾 .证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 证 明 ， 

高 斯 定理 ”如 果 DD 为 UFD, 则 D[x]( 从 而 DLxz，…xo]) 也 是 UFD. 

证 明 先 证 D[x] 中 素 因子 分 解 式 的 存在 性 . 设 0 天 (xz)E DLx] 如 果 
degf=0, 即 f(x)=fED-{0). 由 于 DD 是 UFD, 从 而 在 D 中 为 有 限 个 不 可 约 
元 的 乘积 ,而 DD 中 不 可 约 元 也 是 DLx] 中 不 可 约 元 (为 什么 ?), 从 而 表示 成 DLx] 
中 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 ,以 下 设 degf 和 1. 于 是 f(x)=c(f) 用 ,其 中 c(f)ED， 
用 为 D[x] 中 本 原 多 项 式 ,并 且 deg 户 = degjf 达 1. 由 于 万 为 UFD, 从 而 c( 太 或 为 
DD 中 单位 ,或 者 c(CP) = clcz…cmymZ1,ci 为 D 中 不 可 约 元 .于 是 ci 也 是 DLx] 
中 不 可 约 元 .为 了 分 解 户 (x) ,要 利用 万 的 商 域 正 . 由 于 已 知 FLX] 是 UFD( 定 理 4 
的 系 1), 从 而 户 (x) 在 F[z] 中 有 分 解 式 

有 (x)=p?…pi， mL1， 于 在 F[x] 中 不 可 约 . 
每 个 pi E FLx] 均 可 写成 


pi = 全 pi(x)， aisbiED-{0)，pi(x) 为 DLx] 中 本 原 多 项 式 . 


由 于 在 F[x] 中 pi~p? ,从 而 pi 为 FLx] 中 不 可 约 元 ,根据 引 理 2,Pi 也 是 DLx] 
中 不 可 约 元 (1<i<n). 令 a=ar*…as 才 0,b=bi…bs 才 0, 则 及 = 全 Pi…pns 从 而 


bf= api…pn( 这 又 回 到 DLx] 中 ). 由 于 f,pi,…,Pa 均 为 DLx] 中 本 原 多 项 式 ,可 
知 b~c(b)~c(Capi…pn)~a, 于 是 a/b=uEU(D). 这 就 得 到 
fx)=ce f=crrcn (upi) pprn 若 c(f) FEUD); 
f(x)=Ce(f upi) pps 若 c(f EUD). 
从 而 有 (x) 表示 成 有 限 个 D[x] 中 不 可 约 元 之 乘积 . 
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现 证 分 解 的 唯一 性 , 设 f(x) 是 D[Lx] 中 正 次 数 非 本 原 多 项 式 , 则 f(x) 在 DLxj 

中 素 因 子 分 解 有 如 下 形式 : 
f= ccmpi pn m 宇 l,n 宇 1, 
其 中 ci,pj 均 是 D[x] 中 不 可 约 元 ,而 ci ED 一 {0), 从 而 ci 为 DD 中 不 可 约 元 ， 
deg pj 之 1( 如 果 degf=0, 或 者 三 本 原 , 则 在 下 面 证 明 中 分 别 取 n=0 或 m=0 并 将 
证 明 作 微 小 修改 即 可 ). 由 于 pj 是 D[Lx] 中 不 可 约 元 ,从 而 必然 为 D[x] 中 本 原 多 
项 式 , 于 是 c( 有 = cic2*…cm .如果 f(x) 在 D[x] 中 又 有 分 解 式 
于 = di***d,q1"*q;， 
其 中 di 为 DD 中 不 可 约 元 ,qj 为 DLx] 中 正 次 数 的 不 可 约 元 ,从 而 为 D[x] 中 本 原 多 
项 式 . 则 又 有 c( 有 = di*…d,. 因 此 Ci…cm~di…d,;( 在 DD 中 ). 由 于 DD 为 UFD， 
于 是 m =r ,并且 必 要 时 改变 一 下 诸 di 的 下 标 之 后 ,在 DD 中 可 得 ci~di(1<i 过 
ma) ,因此 在 DLx] 中 也 有 ci~di(1im). 于 是 在 D[x] 中 ， 
Dipe ~ gg 

由 于 两 边 均 是 DL[x] 中 本 原 多 项 式 (高 斯 引 理 ), 由 引 理 1 知 在 F[x] 中 (又 用 到 商 域 
FD) 也 有 pi"…pn~q1…94s. 但 是 F[xX] 为 UFD, 而 由 引 理 2 知 pi,gj 均 是 FL[x] 中 
不 可 约 元 ,从 而 n= s 并 且 必 要 时 改变 一 下 qj 的 下 标 ,我 们 在 FL[x] 中 有 忆 一 qi 
(Qin), 从 而 又 由 引 理 1 知 在 D[x] 中 也 有 pi 一 qi(1 志 i 过 n). 这 就 证 明了 
DLx] 中 素 因子 分 解 式 的 唯一 性 .证 毕 . 

高 斯 定理 的 证 明 给 出 了 D[x](D 为 UFD) 中 求 元 素 f(x) 素 因子 分 解 式 的 一 
般 原则 : 先 作 分 解 Kx) = c( 方 ， 户 (xz), 其 中 c(CP) 是 fx) 诸 系数 在 D 中 的 最 大 公 
因子 ,而 i(x) 为 DLxj 中 本 原 多 项 式 .如 果 c(f) UCD), 则 求 出 c(]) 在 DD 中 的 
素 因 子 分 解 式 c《(f) = ci…c ,如 果 degf1 = degf 宇 1, 则 将 fi 分 解 成 一 些 不 可 约 多 
项 式 之 乘积 有 = pi…pn, 则 f= ci…cmp1…pn 就 是 f 在 DLx] 中 的 素 因 子 分 解 式 . 

于 是 我 们 又 面临 一 个 问题 :如 何 将 DLx] 中 一 个 本 原 多 项 式 分 解 成 一 些 不 可 
约 多 项 式 之 积 ? 作为 第 一 步 , 我 们 首先 应 当 解 决 :如 何 判 别 D[x] 中 的 一 个 多 项 式 
是 不 可 约 的 ? 对 于 一 般 的 唯一 因子 分 解 整 环 D ,这 个 问题 是 很 困难 的 .作为 本 节 的 
结束 ,我 们 向 大 家 介绍 关于 多 项 式 不 可 约 性 的 爱 森 斯 坦 (Eisenstein) 判 别 法 . 


定理 9 设 DD 为 UFD,F(x) = 》 aix: 为 D[z] 中 本 原 多 项 趟 ,deg />1. 如 
i=0 


果 p 是 D 中 不 可 约 元 ,使 得 
plas, plai(0<i<n-D), ph ao, 
则 f(x) 为 DLx] 中 不 可 约 多 项 式 . 
证 明 如 果 f(x) 在 DLxj 中 可 约 , 则 f= gh,g(x)= bx’+*…+ bo€D[x]， 
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degg =r>1,h(x)= cx +.+coE DLxJ,degh=s>1. 由 于 pH an, 从 而 p+ 
c( 有 ). 但 是 plao= boco, 从 而 p1bo 或 者 pico, 不 妨 设 p|bo, 于 是 pco( 否 则 便 
与 到 站 ao = boco 矛盾 ). 由 于 f(x) 在 DLx] 中 本 原 ,由 高 斯 引 理 知 8(x) 也 在 DLx] 
中 本 原 .因此 存在 k, 1 二 k 过 r(<n), 使 得 p1bi(0<i<k- 1) 但 是 p 1 bi .考查 
f(x) 的 系数 


ak = bock + bick-1 + "** + br-ics + bxco. 
由 于 11k 过 n, 从 而 p| ex. 另 一 方面 ,上 式 右 边 除 了 brco 之 外 其 余 诸 项 均 可 被 p 
除 尽 ,于 是 p| bxco. 而 这 就 与 pco,pP bx 矛盾 .所 以 f(x) 在 DLx] 中 不 可 约 . 
证 毕 . 

例 2 f(x)=2xs -6x?+9x?-15E2Z[xj, 取 p=3， 由 爱 森 斯 坦 判 别 法 即 知 
f(x) 在 ZLxj] 中 不 可 约 . 

例 3 fCx,y)= 交 +x 六 +x3y+xE R[x,y], 其 中 R 为 任意 UFD. 由 高 斯 
定理 知 R[x,y] 也 是 UFD, 而 x 是 DLx] 中 不 可 约 元 .将 f(x,y) 看 成 (R[x])[y] 
中 元 素 , 则 f 是 本 原 的 . 取 D = R[x], p= x, 由 爱 森 斯 坦 判 别 法 即 知 f(x,y) 为 
RLx,y] 中 不 可 约 元 

例 4 fxz)=xr-1+xe2+… 和 +x+lEZLx], 其 中 疡 为 任意 素数 . 则 fx ) 为 
Z[x] 中 不 可 约 多 项 式 . 

解 令 g(x)=f(x+1), 则 g(x)EZ[Lx], 由 于 f(x) 在 ZLx] 中 本 原 易 知 g(x) 
也 本 原 .为 了 证 明 f(x) 不 可 约 性 ,我 们 只 需 证 明 g(x) 在 ZLx] 中 不 可 约 即 可 (为 什 


么 ?). 由 于 
三 C+Dr-l_x+1-1_ 
g(x) = f(x+D = 和 ET 2 


可 知 g(x) 的 庄 系 数 中 除了 最 高 项 系数 为 1 之 外 ,其 余 系数 均 为 p 的 倍数 .又 由 于 


g(x) 的 常数 项 为 g(0) = 了 (1) =p, 它 不 被 p? 除 尽 .利用 爱 森 斯 坦 判 别 法 即 知 g(x) 
(从 而 fx)) 为 ZLx] 中 不 可 约 多 项 式 . 


xr”!1(modp), 


习 题 


1. 如 果 DD 为 整 环 但 不 是 域 ,求证 DLx] 不 是 主 理想 整 环 : 

2. 试 确定 环 ZLx] 和 QLx] 的 自 同 构 群 . 

3. 如 果 co，,…,cn 是 整 环 D 中 两 两 相 异 的 n+1 个 元 素 ,do，,…,dn 是 DD 中 任 
意 n+1 个 元 素 ,求证 : 

(1) 在 D[x] 中 至 多 存在 一 个 次 数 三 n 的 多 项 式 f(x), 使 得 f(ci)= di 


。99 。 


近世 代数 引 论 OGCOOOGOCCC 


(0 <i<nm); 

(2) 如 果 D 为 域 , 则 (1) 中 所 述 的 多 项 式 是 存在 的 . 

4. 2x+2 在 Z[xj 和 QLx] 中 是 否 为 不 可 约 元 ? 

+1 在 R[xj 和 CLx] 中 是 否 为 不 可 约 元 ? 

5. 设 DD 和 为 整 环 ,DCE.f(x)E D[xj,c 是 f(x) 在 EE 中 的 一 个 根 .利用 
形式 微 商 你 能 给 出 一 个 办 法 来 确定 根 c 的 重 数 吗 ? 

6. 设 下 为 域 ,f(x)E F[x],ci，,…,cm 是 f(x) 在 下 中 两 两 相 异 的 根 ,并 且 根 
Ci 的 重 数 为 hi. 求 证 1: +…+An<deg 矿 

7. 设 f = 2)uix' E Z[x] 为 首 1 多项式 ,为 素数 ,以 严 表 示 @ E 乙 在 环 的 
自然 同 态 忆 -~ Zn = Z/PZ 之 下 的 像 ,而 令 Fx) = aixiE Z,[x]. 求证 ， 

(1) 如 果 对 某 个 素数 已 ,7(x) 在 Zs[x] 中 不 可 约 , 则 f(x) 在 Z[x] 中 不 可 约 ; 

(2) 如 果 (xX) 不 是 Z[x] 中 首 1 多 项 式 ,试问 (1) 中 结论 是 否 成 立 ? 

8. 设 品 为 UFD,F 为 DD 的 商 域 .f(x) 为 D[x] 中 首 1 多 项 式 .求证 :f(x) 在 
FL[x] 中 的 每 个 首 1 多 项 式 因子 必然 属于 D[x]. 


9. 设 尽 是 含 么 交换 环 .f(x) = 六 axiERFz] , 则 
i=0 
JE UCR[z]) © ao EUCR) 并且 a1 a 均 是 宕 零 元 素 . 


*10, 设 f(x) = > E Z[xj,degf = n. 如 果 存 在 素数 PP 和 整数 
i=0 


k(0 二 k<<n), 使 得 
plan, phar, plai(0Si<k-1), ph ao. 
求证 f(x) 在 Z[x] 中 必 存 在 次 数 之 k 的 不 可 约 因子 . 
1. 将 x" -1(3<n<10) 在 Z[x] 中 作 素 因子 分 解 . 
12. 设 D 为 整 环 ,f(x)E D[x],cED,g(x)=f(x+c)ED[x]. 求 证 ; 
(1) f(x) 在 D[x] 中 本 原 合 g(x) 在 D[x] 中 本 原 ; 
(2) f(x) 在 DLx] 中 不 可 约 铝 g(x) 在 D[x] 中 不 可 约 . 
13. 设 下 为 域 ,试问 F[x] 中 哪些 理想 是 素 理想 和 极 大 理想 ? 
*14. 设 有 (XxX) 是 QLx] 中 奇 次 不 可 约 多 项 式 ,a 和 是 f(x) 在 Q 的 某 个 扩 域 中 
两 个 不 同 的 根 ,求证 a+ BEQ. 
<15. 设 KK 为 域 ,f(xi,xz) 和 g(xi,x2) 是 K[x1,x2j] 中 两 个 互 素 的 多 项 式 , 求 
证 在 K 的 任意 扩 域 中 f(xi, xs)=0 和 g(x1,xz)=0 均 只 有 有 限 多 公共 
解 (x1,x2). 
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16. 设 尺 为 任意 环 - 定义 集合 
R[Lz] = {Sawx" | ar€E RCn = 012，)}， 
n=0 


每 个 元 素 > anx" 叫做 RR 上 关于 x 的 形式 军 级 数 .定义 
E Darx" + Dbax" = Dan + br)x", 
(Dasx") (BD bax')= Decar", 
其 中 cn = >) aibj(n = 0,1,2,…). 求 证 : 


01) REEX 们 对 于 上 述 加 法 和 乘法 形成 环 , 串 做 环 R 上 关于 x 的 形式 韦 级 
数 环 ; 

(2) 着 尺 有 么 元 素 1, 则 1 也 是 RCLx]] 的 么 元 素 .车 及 为 交换 环 , 则 RC[x]] 
也 是 交换 环 ; 

(8) 多 项 式 环 R[x] 可 自然 看 成 是 R[[x]] 的 子 环 ， 


(四 设 尺 是 含 么 交换 环 ,CO = 了 anx" E RECx]], 则 


flx) € UCR[[xz]) © ao € UCR); 
(5) 若 ao 在 R 中 不 可 约 , 则 f(x) 在 RLLx]] 中 不 可 约 ， 
# 17. 设 下 为 域 ,求证 : 

(1) 环 F[[x]] 只 有 一 个 极 大 理想 M, 并 且 F[[x]] 中 每 个 理想 均 有 形式 
M" (n=0,1,2,…), 其 中 规定 Mo = F[[x]]. 并 且 当 n 关 m 时 ，M" 天 Mi; 

(2) F[[x]] 为 主 理想 整 环 ( 从 而 为 UFD). 

18. x+1 是否 为 环 Z[x] 和 ZC[Lx]] 中 的 单位 ? x*+3x+2 是 否 为 ZLxj 和 
ZLLx]] 中 的 不 可 约 元 ? 


2.6 域 的 扩张 


本 节 开 始 介绍 域 的 基本 知识 .主要 讲 域 和 它 的 扩 域 之 间 的 基本 联系 .它们 之 间 
的 更 进一步 的 性 质 , 则 属于 域 的 伽 罗 瓦 扩张 理论 . 
定义 1 设 K 和 FF 均 为 域 ,如 果 K 是 F 的 子 域 , 则 F 叫做 K 的 扩 域 或 K 的 扩 
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张 ,并 且 常 把 这 样 一 对 域 记 成 F/K. 

设 F/K 是 域 的 扩张 ,S 是 下 的 一 个 子 集 . 则 下 中 包含 KUS 的 最 小 子 域 叫做 8 
在 K 上 生成 的 域 ,表示 成 K(S), 而 下 中 包含 KUS 的 最 小 子 环 则 表示 成 K[S]. 如 
果 $= {ua，…un} 是 有 限 集合 , 则 K(CS) 和 天 [S] 也 分 别 表示 成 天 (um… un) 和 
天 [wa，…ua], 并 且 称 域 KCu,…,xn) 是 天 的 有 限 生成 扩张 . 特别 当 S= {u} 
时 , 域 K(w) 叫 做 KK 的 单 扩张 .也 说 成 :K(u) 是 在 KK 上 添加 K 的 某 扩 域 下 中 的 元 
素 ! 而 得 到 的 扩 域 . 显然 K(u) = K 后 wE 天 .关于 域 的 扩张 我 们 有 诸如 

K(Cuyus) = K(u) (us) = K(us) (uu), 
这 样 一 些 容易 理解 的 事实 (虽然 严格 证 明 还 是 颇 费 文字 的 ). 

如 果 工 和 M 都 是 域 亚 的 子 域 , 则 工 (M) = M(L). 我 们 将 它 叫做 域 工 和 MM 的 
合成 域 ,表示 成 LM( = ML), 它 是 下 中 包含 LU M 的 最 小 子 域 . 

我 们 可 以 将 上 述 扩 域 和 扩 环 写成 明显 形式 . 

定理 1 设 F/K 为 域 的 扩张 ,u, ui EF,SCF,x,xi 为 彼此 不 同 的 文字 ， 
K[x],K[xi，,…,xn ] 为 多 项 式 环 . 则 

(DK[uJ= {fw 1f ox) EKLx)), 

天 [aaa = {fu un) | fxi0°ees xn) € K Lx, x ]), 
K[LS] = {fuyesun) | f Oxi Xs) €E 天 [xi，…xn]， 
Ui Un €E Sh > 1}. 
DKCu)= {fu) /gu | fx), gx) E KLx], gCu)A0), 
Ku un) = {fu un)/g us un) | 
f,8 € KLxis% xn) gu Un) A 0)}, 
KCS) = {fu un)/g us un) | fg € Kx x ], 
Us Un ES, gu Un) On > 1)}. 

(3) 对 每 个 vE KL[S]( 域 K(S)), 均 存在 5 的 有 限 子 集 5 ,使 得 v€ K[S] 
(或 天 CS )). 

证 明 〈1) 以 天 [为 例 .证 明 等 式 右边 为 环 ,并 且 是 包含 K 和 wu 的 最 小 环 . 
其 余 证 明 相仿 . 

(2) 以 K(u) 为 例 ,证 明 等 式 右边 为 域 ,并 日 是 包含 K 和 的 最 小 域 .其 余 证 
明 相 仿 . 

(3) 若 vE KLSJ, 由 (1) 可 知 ,存在 下 全] ue Un ES, fxs, Xn,) E 
K[Lxi1，,…,x，], 使 得 2= 大 za 和 yun). 取 3 ={u yan} 即 可 .对 于 vc 天 (CS) 
的 情形 可 类 似 证 明 . 证 毕 . 

定义 2 设 F/K 是 域 的 扩张 .元 素 wEF 叫做 K 上 的 代数 元 素 (或 叫 在 大 上 
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代数 ) ,如果 u 是 K[x] 中 某 个 非 零 多 项 式 的 根 ;反之 ,如 果 u 不 是 K[x] 中 任何 非 
零 多 项 式 的 根 , 则 称 u 是 K 上 超越 元 素 (或 称 u 在 K 上 超越 ). 如 果 下 中 每 个 元 素 
在 K 上 均 代数 , 则 称 F 是 K 的 代数 扩张 ;反之 ,如 果 下 中 至 少 有 一 个 元 素 在 K 上 
超越 , 则 称 下 是 K 的 超越 扩张 . 

例 1 K 中 每 个 元 素 u 均 在 K 上 代数 ,因为 它 是 多 项 式 x- KE K[x] 的 根 . 

例 2 设 wEF 在 K 的 某 个 子 域 K' 上 代数 , 则 由 定义 易 知 u 在 K 上 代数 . 

例 3 V=1, 冯 ,e*(n 为 正 整数 ) 均 是 Q 上 代数 元 素 ,它们 分 别 是 QLx] 中 多 
项 式 +1, 吉 -2 和 x" -1 的 根 . 另 一 方面 ,可 以 证 明和 ce(= 去 ) 均 是 Q 
上 超越 元 素 . 研究 哪些 实数 或 复数 是 有 理 数 域 上 的 超越 元 素 ,是 数论 的 一 个 分 
支 一 超越 数论 的 主要 研究 课题 . 

例 4 设 K 为 域 , 则 K[xi，,…,x,] 是 整 环 . 它 的 商 域 表示 成 KCxi，,…,x,), 则 

K(x Xn) = (COxiwxn)/S8Cx wyXn) | 
fg € KLxiseeesxn),g #0}. 
称 K(xi,…,xn) 为 域 K 上 关于 文字 x1，…,x, 的 有 理 函 数 域 ,其 中 每 个 元 来 f/8 
叫做 有 理 函 数 .不 难看 出 ,K(x ,…, x) 中 每 个 文字 xi 都 是 K 上 的 超越 元 素 . 事 
实 上 ,K[x ,xs]- K 中 每 个 元 素 都 是 K 上 的 超越 元 素 (习题 ). 因 此 K(x,…， 
xn)/K 是 超越 扩张 . 

定义 3 设 F/K 为 域 的 扩张 , 则 下 是 域 K 上 的 向 量 空间 .我 们 以 LF : K] 表 
示 向 量 空间 在 K 上 的 维 数 ,并 且 今后 将 它 叫做 是 扩张 F/K 的 次 数 . 当 [F : K] 
有 限时 , 称 F/K 为 有 限 (次 ) 扩 张 .而 当 [F : K] 无 限时 , 称 F/K 为 无 限 (次 ) 扩 张 . 

定理 2 设 F/E,E/K 为 域 的 扩张 , 则 

(D LEF:K]=LF:E]LE: 天 ]， 

(2) F/K 为 有 限 扩张 后 F/E 和 E/K 均 是 有 限 扩张 . 

证 明 先 设 F/E 和 E/K 均 是 有 限 扩张 . 令 m=[F : Ej],n=[E : Kj, 则 向 
量 空间 有 一 组 巨 基 wi,…, un ;向量 空 间 EE 有 一 组 K- 基 必 ，…,v，. 像 通常 线性 
代数 中 所 作 的 那样 , 易 知 {uv 11<i 过 m,1<j 过 nn} 是 向 量 空间 下 的 一 组 K- 基 .于 
是 [F : KJ]=mn=[F : EJLE : Kj. 如 果 F/E 和 E/K 均 为 有 限 扩张 , 则 由 上 述 
等 式 即 知 F/K 为 有 限 扩张 .反之 , 若 F/E 和 E/K 至 少 有 一 个 是 无 限 扩张 , 则 类 似 
可 证 F/K 为 无 限 扩张 ,并 且 定 理 中 等 式 两 边 均 为 + .证 毕 . 

下 面 两 个 定理 刻画 单 扩张 .可 以 看 出 单 超越 扩张 和 单 代数 扩张 的 明显 区 别 . 

定理 3 设 F/K 为 域 的 扩张 ,uEF, 并 且 u 为 K 上 超越 元 素 , 则 
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(1) 存在 着 域 同 构 o:K(x) 仿 K(u), 并 且 o 在 K 上 是 恒 等 自 同 构 ; 

(2) K(u)/K 是 无 限 (超越 ) 扩 张 . 

证 明 (1) 作 映 射 6:K[x]>K(u),f(x)r> 了 (wu). 易 知 这 是 环 的 同 态 , 由 u 
在 K 上 超越 可 知 o 是 单 射 .从 而 a 是 环 的 嵌入 .根据 2.3 节 便 知 o 可 扩充 到 K[x] 
的 商 域 K(x) 上 , 即 存在 域 的 嵌入 


f(x), fu) 
oiK(x) > KW), fe. 


其 中 f(x),g(x)EK[xj,g(x) 关 0( 从 而 g(u) 关 0). 由 定理 1 中 对 于 KK(u) 的 刻 
画 可 知 o 是 满 射 ,于 是 ,o 事实 上 是 域 K(x) 和 K(u) 的 同 构 , 并 且 对 于 ecE 天 ,显然 
o(a)=a. 

(2) 只 需 证 明 {1,u,u?,…u",…} 是 K- 线 性 无 关 的 .用 反 证 法 :如 果 它 们 在 K 
上 线性 相关 , 则 存在 na 之 0 和 不 全 为 零 的 元 素 co,c1,…,cnE 民 ,使 得 co+ ciu + 
+ cnu"=0. 这 相当 于 说 u 是 K[x] 中 非 零 多 项 式 co + cix +… + cnx" 的 根 ,与 
u 在 K 上 超越 蔬 盾 . 因此 K(u)/K 为 无 限 扩张 .由 于 u 在 K 上 超越 元 素 , 所 以 
K(u)/K 是 超越 扩张 .证 毕 . 

定理 4 设 F 是 K 的 扩 域 ,wEF, 并 且 4 在 K 上 代数 . 则 

(1) K(u)= KLu]; 

(2) 存在 唯一 的 不 可 约 首 1 多 项 式 f(x)E€ K[x],degf 之 1, 使 得 f(u)=0, 并 
且 K(uw)SKLxJ/(f C(x)); 

(3) [K(u) : K]=n, 其 中 n=degf, 从 而 K(u)/K 为 有 限 扩 张 ,并 且 {1,u， 
uw ,…,Uu"!} 是 向 量 空间 K(u) 的 一 组 K- 基 ; 

(4) K(u)/K 为 (有 限 ) 代 数 扩张 . 

证 明 (1) 和 (2) 考 虑 环 的 同 态 

o:K[x]— KLu], g(xX) Fr gu), 

这 是 环 的 满 同 态 . 由 于 u 在 K 上 代数 ,从 而 存在 0 隆 g(x)E KLxj, 使 得 gCu)=0. 
因此 g(x)E Kero. 从 而 Kero 取 (0). 但 是 Kero 是 天 [zx 的 非 零 理 想 , 而 K[Lxj 是 
主 理想 整 环 . 因此 存在 0 关 f(x) EK[xj, 使 得 Kero = (f(x)) ,并 且 如 果 假 定 f(x) 
为 首 1 多 项 式 ,那么 多 项 式 f(x) 就 是 唯一 决定 的 .由 于 o(1)=1 了 0, 即 1¢ Kero， 
从 而 (f(x)) 是 K[x] 的 真理 想 , 即 deg 之 1. 由 同 构 定 理 可 知 K[x]/(f(x)) 衬 
K[Luj. 由 于 K[u] 为 整 环 ( 它 是 域 下 的 子 环 ), 从 而 KLx]/(f(x)) 为 整 环 ,于 是 
(f(x)) 为 KLxj 的 素 理想 ,从 而 有 (x) 为 K[xj 中 不 可 约 元 .这 又 推出 (f(x)) 是 
K[Lx] 的 极 大 理想 ,因此 KLx]/(f(x)) 是 域 .从 而 KLuj 是 域 .由 于 KLuj 是 整 环 
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K[u] 的 商 域 ,从 而 K[u]= K(w). 

(3) K(u) = KLu] 中 每 个 元 素 均 有 形式 g(u)， gCx)E K[x] 利 用 KLxJ] 中 除 

法 算式 : 

gx) = q(x)f x) + r(x), qlx), r(x) E KLx], degr < degf. 
则 

r(x) = bo+bixt++baix"’, n= degf, bi€K. 

将 x=w 代入 上 式 并 由 于 f(u) =0, 可 知 gC(u)= bo+bu+…+bn-iu' ,这 就 
表明 K(wu) 中 每 个 元 素 均 可 表示 成 1,u,u*,…,u”"! 的 K- 线 性 组 合 .我 们 再 证 1， 
u，,…,u"-! 是 K- 线 性 无 关 的 . 如 果 存 在 ao，,…，,an-1E K 使 得 ao + alu +…+ 
aniu" 1=0, 令 h(x)=aotarxt+.+an-ix"!, 则 h(x)E K[x]. 并 有 hu) 
=0, 即 h(x)EKera= (f(x)), 从 而 f(x)1h(x). 但 是 degf =ndegh, 于 是 
h(x)=0, 即 ao=a1=…=an-1=0, 从 而 1,4u,…,u"! 为 K- 线 性 无 关 的 .于 是 它 
们 为 K(u) 的 一 组 K- 基 ,并 且 [K(u) : K]=n. 

(4) 如 果 vE K(u) 是 KK 上 超越 元 素 ,由 定理 3 知 K(v)/K 是 无 限 扩张 .由 于 
K(wu) 刁 K(v) 己 K, 所 以 K(u)/K 也 是 无 限 扩张 ,这 与 (3) 中 结论 矛盾 . 从 而 
K(u) 中 每 个 元 素 都 是 K 上 代数 的 , 即 KK(u)/K 为 代数 扩张 .证 毕 . 

定义 4 定理 4 中 不 可 约 首 1 多 项 式 f(x) 是 由 KK 上 代数 的 元 素 u 所 唯一 确 
定 的 .将 f(x) 叫做 是 u 在 K 上 的 极 小 多 项 式 . 它 可 以 刻画 为 

(1) f(x) 为 K[x] 中 首 1 多 项 式 ,并且 f(u)=0; 

(2) 如 果 g(x)EK[xj 并 且 gC(u)=0, 则 f(x)1gCx). 

定义 5 设 uw 为 K 上 代数 元 素 ,f(x) 是 4 在 K 上 的 极 小 多 项 式 ,deg f= 
n( 宇 DD). 则 uw 也 叫做 K 上 的 次 代数 元 素 . 

例 5 f(x)=x?--3x-1 是 QLx] 中 不 可 约 多 项 式 . 设 u 是 f(x) 的 一 个 实 根 
( 实 系 数 奇 次 多 项 式 必 有 实 根 ). 由 于 f(x) 为 QLx] 上 不 可 约 的 首 1 多 项 式 , 并 且 
flu)=0, 从 而 f(x) 也 就 是 u 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 ( 为 什么 ?). 于 是 上 为 Q 上 3 
次 数 代数 .而 {1,x,z2} 是 QCu) 在 Q 上 的 一 组 基 . 比如 说 ,为 了 将 u*+2u? +3E 
QCu) 表 示 成 1,u,u? 的 Q- 线 性 组 合 ,我 们 用 除法 算式 : 

Xt+2x3+3= (x+2)(x -3x -1)+(3x+7x+5), 
从 而 w+2u?+3=3w?+7u+5. 又 如 , 《3u?+7u+5) 1 也 是 域 QCu) 中 元 素 , 从 
而 也 应 当 有 


(3x2z +7U+5)- = a tautau (aeQ). 
于 是 


1= (azsu’ + aiu + ao)(3u? +7u +5) 
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= 3azux4 + (3a1 + Taz) us + (3a0 + Ta1 + 5a2)u® 
+ (Tao + 5a1)u + 5ao 

= (3ao + Ta1 + 14az)u? + (7ao + 14a1 + 24a2)u 
+ (5ao + 3al + 7az)， 


从 而 


7ao + 14a1 + 24az = 0， 
3ao + 7al + 14az = 0. 
由 此 解 出 (ao,a1,a2) = (28/111, -26/111,7/111). 从 而 


-i .28_26 7 
2 1 一 一 12 
(3x2 +7u +5) T11111* + TI 


定理 5 (1) 域 的 有 限 扩 域 必 是 有 限 生成 代数 扩张 

(2) 设 KCu,…,un)/K 是 有 限 生成 扩张 ,其 中 ui(1<i<n) 在 KK 的 某 个 扩 
域 中 ,并 且 均 是 K 上 代数 元 素 , 则 K (wi,…,u,)/K 是 有 限 扩张 (从 而 是 代数 
扩张 ); 

(3) 若 u 是 域 天 上 的 代数 元 素 , F/K 为 代数 扩张 , 则 u 在 K 上 也 是 代数 
元 素 ; 

(4) 设 F/E 和 E/K 为 域 的 扩张 . 则 F/K 为 代数 扩张 合 F/E 和 E/K 均 是 代 
数 扩张 . 

证 明 (1) 设 F/K 为 有 限 扩张 , 令 LF : K]=n. 对 于 下 中 每 个 元 素 4, 则 1， 
asa?,…,a" 在 KK 上 必然 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 零 的 co,c1,…, cn EK, 使 得 co 
+Cciat+"+cna"=0. 于 是 f(x)=co+cix+…+cnx" 为 K[Lxj 中 非 零 多 项 式 ， 
并 且 f(a) =0. 这 表明 FF 中 每 个 元 素 a 均 在 K 上 代数 ,从 而 F/K 为 代数 扩张 . 

另 一 方面 ,如 果 F 关 KK, 则 有 元 素 ui1 EF 一 KK. 于 是 [LK(u1) : Kj] 之 2. 如 果 
K(ui) 关 F, 则 又 有 us EF- KC(ui), 于 是 [KG(wisuz) : K]=[K(u, wu): 
K(u)JLKCw) : KJ>2* 2=2. 一 般 地 ,如 果 uiEF- KC(u,**,ui-D(1<i< 
ma), 则 [K(Cua un)》: 天 ] 之 2", 但 是 [天 Cun) : KSLF : Kj]=n, 从 而 
必然 存在 某 个 m ,使 得 KC(ui,…,um) = 下, 即 F/K 是 有 限 生 成 扩张 . 

(2) 考虑 域 的 扩张 塔 

KECK(u EK(u us) EECK(u Un). 
由 于 ui 在 天 上 代数 ,根据 定理 4 可 知 K(u1)/K 是 有 限 扩张 .由 于 us 在 天 上 代 
数 ,从 而 也 在 KCwi) 上 代数 ,于 是 KK(wi,uz)/K(u1) 也 是 有 限 扩张 .继续 下 去 ,一 
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直到 KG,…,Uw)/K(ui，…,un-1) 也 是 有 限 扩张 .再 由 定理 2 即 知 KCwi,*…， 
un)/K 为 有 限 扩张 . 

(3) 令 (x)=x"+cix"!+……+cn-1x+cn 是 u 在 F 上 的 极 小 多 项 式 ,ciE 
F(Zi 志 n). 则 w 在 域 KCc,…,c,) 上 代数 ,从 而 KCcis*… cn,u)/K(ci,"*， 
cu) 是 有 限 扩张 . 另 一 方面 ,由 于 F/K 为 代数 扩张 ,从 而 下 中 元 素 c1,…,c4 均 在 K 
上 代数 ,由 (2) 即 知 KCci,…,cn)/K 为 有 限 扩张 .于 是 K(ci,…,cn,u)/K 为 有 
限 扩张 ,由 (1) 即 知 这 是 代数 扩张 .于 是 u 在 天 上 代数 . 

(4) 车 F/E 和 E/K 均 是 代数 扩张 , 则 下 中 每 个 元 素 u 均 在 E 上 代数 .根据 
(3) 可 知 u 在 K 中 也 是 代数 的 ,这 就 表明 F/K 是 代数 扩张 .反之 , 若 F/K 是 代数 
扩张 , 则 易 知 E/K 和 F/E 均 是 代数 扩张 .证 毕 . 

我 们 在 群 和 环 的 研究 过 程 中 曾经 充分 使 用 了 群 同 态 和 环 同 态 . 现在 设 
f:K 一 F 是 域 的 同 态 , 则 Kerf 为 K 的 理想 .但 是 K 只 有 平凡 理想 (0) 和 天 .从 而 
Kerf=K 或 者 Kerf=(0), 即 f 为 零 同 态 (f(K)=(0)), 或 者 f 为 域 的 典 入 ,从 而 
f:K 一 f(K) 为 域 的 同 构 . 

设 E/K 和 F/L 为 域 的 扩张 ,o:K 仿 L 是 域 的 同 构 ,试问 何 时 o 可 以 扩充 成 E 
到 下 的 同 构 ? 换 句 话说 ,是 否 存在 域 同 构 o :E 仿 下 ,使 得 o |x =o? 现 在 我 们 对 于 
单 扩张 的 情形 回答 这 个 问题 . 

定理 6 设 o:KSL 是 域 的 同 构 ,wu 和? 分 别 属于 K 和 L 的 某 个 扩 域 .如 果 

(1) wu 和 wv 分别 是 K 和 工 上 的 超越 元 素 ;或 者 

(2) u 在 K 上 代数 ,并 且 u 在 K 上 的 极 小 多 项 式 为 f(x) = 2) rax" € K[x]， 
而 v 是 多 项 式 >) alr,)x" € LL[Lx] 的 根 . 则 a 可 扩充 成 域 的 同 构 K(u) 衬 LCv)， 
并 且 它 将 u 映 成 。. 

证 明 对 于 情形 (1), 先 将 o 扩充 成 环 的 同 构 o:K[x] 人 LE[x], 2 rox" Fr 
olr,)x"，, 再 扩充 成 它们 商 域 的 同 构 o: K(x) 信 L(x), h/grmr>a(h)/olg), 其 
中 ,gE KLxj,g 关 0. 另 一 方面 ,定理 3 给 出 了 域 同 构 9:K(x) KCu),$:L(x) 

守 L(V) ,p(x)=u,y(x)=v. 于 是 Jo9 1:K(u)>L(v) 是 域 的 同 构 ,Jo9 Cu) 

= wv, 并 且 对 于 每 个 4a€EK,Jop1(a)= Yala)=ala), 即 yo9-! 是 o:K 信 L 的 
扩充 . 

对 于 情形 (2), 易 知 of = 》 olr,)x" 是 v 在 L 上 的 极 小 多 项 式 .于 是 定理 4 
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给 出 了 同 构 : 

Pp:K[x]/(NSE KLu]= K(u), gr g(u), 

yp:L[Lx]/Cof SELLv]= Lv), hr» h(v). 
另 一 方面 , 易 知 9:K[Lx]/(f)-L[Lx]/(of) ,gt> og 为 域 的 同 构 .于 是 我 们 有 域 的 
同 构 %69 1:KCW)SLCV) ,Yop 1(u)=Y0(r)=y (i)= v0, 并 且 yo9"! 是 o:K 


全 工 的 扩充 .证 毕 . 

系 设 天 和正 均 是 K 的 扩 域 ,w€EE,vEF, 并 且 wu 和 wv 均 是 K 上 代数 元 素 ， 
则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) wu 和 w 在 K 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 ; 

(2) 存在 域 的 同 构 9:K(u) 仿 K(v), 使 得 9(u)=wv, 并 且 9 在 K 上 的 限制 
是 K 的 恒 等 自 同 构 . 

证 明 《1) 过 (2) 在 定理 5 中 取 K=L,o 为 K 的 恒 等 自 同 构 即 可 . 

(2)>(1) 设 v 在 K 上 的 极 小 多 项 式 为 f(x) = 了 hix' E K[x], 则 f(x) 为 
[Lx] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 .并 且 0 = f(u) = 3)kiu' 作 用 p 之 后 ,得 到 0 = of(u) 
= Dak dal) = Dkiv' = fv), 从 而 v 为 f(x) 的 根 .由 于 fCx) 为 K[x] 中 
不 可 约 首 1 多 项 式 ,从 而 它 也 是 v 在 K 上 的 极 小 多 项 式 .证 毕 . 

我 们 在 前 面 已 多 次 谈 到 “K 的 某 扩 域 F 中 元 素 u 为 f(x)EK[x] 的 根 ”, 自 然 
要 问 :对 于 域 K 和 K[x] 中 次 数 三 1 的 多 项 式 f(x) ,是否 存在 K 的 扩 域 ,使 得 
f(x) 在 F 中 有 根 ? 答案 是 肯定 的 . 

定理 7 设 K 为 域 ,f(x) EK[x],degf=n 之 1, 则 存在 K 的 单 扩张 
下 = 天 (u) ,使 得 

(1) uwEF 是 f(x) 的 根 ; 

(2) [天 Cu) : 天 ]<m ,并 且 [KCx) : KJ]=n 今 f(x) 在 K[x] 中 不 可 约 ; 

(3) 如 果 f(x) 在 天 [xz] 中 不 可 约 , 则 域 = K(u) 不 计 同 构 是 唯一 确定 的 . 

证 明 (1) 设 有 (x) 为 f(x) 的 一 个 不 可 约 因 子 , 则 (fi(x)) 为 K[x] 的 极 大 理 
想 . 从 而 =K[Lx]/(fi(x)) 为 域 . 另 一 方面 ,考虑 域 谋 入 o:K->K[x] 与 正则 同 态 
zt:K[x]>K[x]/(fi) 的 合成 zz: 天 -> 天 [xz]/( 户 ) = 下 .由 于 xo(1) =1 天 0, 从 而 
zu 不 是 零 同 态 , 于 是 xc 为 域 的 嵌入 .通过 xc 可 把 K 看 成 是 L 的 子 域 , 令 xCx) = 
uEF, 则 F= KLuj, 并 且 0=x(fi(x))=fi(w), 从 而 fCu)=0, 即 wEF 为 f(x) 
的 根 .于 是 u 是 K 上 代数 元 素 ,因此 K(u) = K[x]=F. 
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(2) 由 定理 4 知 [K(u) : Kl]=degf1<degf=n. 并 有 LKC(u) : K]=n 祝 f 
=f 合 f(x) 在 K[xjJ 中 不 可 约 . 

(3) 如 果 K(v) 是 K 的 另 一 个 单 扩张 ,并 且 v 是 不 可 约 ( 首 1) 多 项 式 f(x) 的 
根 , 则 f(x) 是 wu 和? 在 KK 上 的 极 小 多 项 式 .由 定理 6 的 系 可 知 存在 同 构 o:K(u) 
字 K(v),o(u)=v, 并 且 o 在 K 上 为 恒 等 自 同 构 .证 毕 . 

我 们 把 域 K(u) 叫 做 是 将 多 项 式 f(x)EK[xj 的 一 个 根 u 添加 到 域 K 中 而 得 
到 的 扩 域 .可 以 想象 ,如 果 不 断 地 作 这 样 的 添加 ,即将 在 上 代数 的 所 有 元 素 均 添 
加 到 天 中 而 得 到 扩 域 及, 那么 由 定理 5 可 知 域 及 具有 如 下 的 性 质 :(1) 玉 /K 为 代 
数 扩张 .(2) 设 u 在 K 的 某 个 扩 域 内 ,并 且 u 在 RK 上 代数 , 则 uw ER. 

定义 6 设 K 为 域 .如 果 u 是 K 的 某 扩 域 中 元 素 ,并 且 u 在 K 上 代数 , 则 必 
然 “E 天 ,就 称 K 是 代数 封闭 域 . 

设 F/K 为 域 的 扩张 .如 果 下 是 代数 封闭 域 ,并 且 F/K 为 代数 扩张 , 则 称 下 是 
K 的 代数 闭 包 . 

例如 :我 们 在 第 3 章 中 要 证 明 复 数 域 C 是 代数 封闭 域 .由 于 C 中 有 在 Q 上 超 
越 的 元 素 , 即 C/Q 不 是 代数 扩张 ,从 而 C 不 是 Q 的 代数 闭 包 . 事 实 上 ,C 中 在 Q 上 
代数 的 全 体 复数 形成 C 的 子 域 , 它 是 Q 的 代数 闭 包 . 


习 题 


1. 设 F/K 为 域 的 扩张 ,uwEF 是 K 上 奇 次 代数 元 素 .求证 KCu)= KK(u?). 

2. 给 出 域 扩张 F/K 的 例子 ,使 得 下 = K (u,v),u 和 vv 均 是 K 上 超越 元 素 ， 
但 是 F 关 K(x1i,x2) (K(xi,xX2) 表 示 KK 上 关于 两 个 文字 xi,xa 的 有 理 函 数 域 ). 

3. 设 忆 为 素数 ,分 别 求 扩张 QCes )/Q 和 QCe2as)VQ 的 次 数 . 

4. 求 元 素 a 在 域 K 上 的 极 小 多 项 式 ,其 中 

(1) a=Y2+V3,K=Q; 

(2) a =V2+V3,K = QW2); 

(3) a =V2 +V3, K = QWO). 

5. 设 属于 KK 的 某 个 扩 域 ,并 且 wu 在 K 上 代数 .如 果 f(x) 为 u 在 K 上 的 极 
小 多 项 式 , 则 f(x) 必 为 KK[x] 中 不 可 约 多 项 式 .反之 ,车 f(x) 是 K[Lxj 中 首 1 不 可 
约 多 项 式 , 并 且 f(u)=0, 则 f(x) 为 wu 在 K 上 的 极 小 多 项 式 . 

6. 设 & 是 域 K 的 菜 扩 域 中 的 元 素 ,并 且 x" 一 a 是 & 在 K 上 的 极 小 多 项 式 .对 
于 mln, 求 wm” 在 域 K 上 的 极 小 多 项 式 . 
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7. 设 F/K 为 域 的 代数 扩张 ,DD 为 整 环 并 且 K 忆 DCF, 求 证 DD 为 域 . 

8. 如 果 是 KK 上 关于 文字 xl,…，,xn 的 有 理 函 数 ( 即 WEKCXxi,…,Xn)), 但 
是 uFK, 求 证 u 在 K 上 超越 . 

9. 设 KK 为 域 ,WEK(Cx),uUK, 求 证 x 在 域 K(u) 上 代数 . 

10. 设 是 多 项 式 x? 一 6x?* +9x+3 的 一 个 实 根 . 

(1) 求证 [QCu) : Qj]=3; 

(2) 试 将 uw,Cu+1)-1,(u? 一 6u +8) ! 表 示 成 1,u，,u? 的 Q- 线 性 组 合 . 

11. 设 w=x3/(x+1), 试 问 [QCx) : QC(u)]=? 

12. (1) 设 F/K 是 域 的 扩张 ,求证 M={aE€Fla 在 K 上 代数 } 为 的 一 个 包 
会 KK 的 子 域 ( 称 作 K 在 F 中 的 代数 闭 包 ) ; 

(2) 设 F/K 为 域 的 扩张 ,FF 是 代数 封闭 域 . 则 (1) 中 的 域 M 是 K 的 一 个 代数 
闭 包 . 

13. 试 写 出 二 元 域 Zz =Z/2Z 上 一 个 2 次 不 可 约 多 项 式 f(x), 并 将 用 Xx) 的 一 
个 根 添加 到 Zo 中 , 写 出 域 Za(wu) 的 全 部 元 素 以 及 它们 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

14. 设 M/K 为 域 的 扩张 ,M 中 元 素 凡 ,wv 分 别 是 K 上 的 m 次 和 n 次 代数 元 
素 .F=K(u),E=K(v). 

(1) 求证 [FE : K]<mn; 

(2) 如 果 (m,n)=1, 则 [FE : K]=mn. 

15. 关于 域 K 的 以 下 四 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) K 为 代数 封闭 域 ， 

(2) 天 [xz] 中 每 个 次 数 之 1 的 多 项 式 在 K[xj 中 均 可 表示 成 一 些 一 次 多 项 式 之 
乘积 ; 

(3) K[x] 中 每 个 次 数 之 1 的 多 项 式 在 天 中 均 有 根 ; 

(4) f(x) 为 K[x] 中 不 可 约 元 舍 degf=1. 

16. 设 f(x) 是 K[x] 中 多 项 式 ,degf = n 之 1. 求 证 :存在 K 的 某 个 扩 域 ,使 
得 [LE : K]<n!, 并 且 f(x) 在 E(x) 中 分 解 成 n 个 一 次 多 项 式 之 积 . 

17. 设 下 为 域 ,cEF,p 为 素数 .求证 :x? 一 c 在 FL[xj 中 不 可 约 全 x? 一 c 在 下 
中 无 根 . 

*18. 设 下 是 特征 p 域 ,p 为 素数 .cEF. 

(1) 求证 :x? 一 x 一 c 在 FLxj] 中 不 可 约 合 x? 一 x 一 c 在 下 中 无 根 . 

(2) 如 果 char 五 =0, 试 问 (1) 中 结论 是 否 仍旧 成 立 ? 

19. 设 正 是 特征 不 为 2 的 域 ,求证 下 的 每 个 二 次 扩张 均 有 形式 FC(Va),a€F. 
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如 果 charF=2, 则 结论 是 否 成 立 ? 
20. 设 K=Q(a) 为 Q 的 单 扩张 ,其 中 a 在 QQ 上 代数 .求证 |AutCK)| 
<[K :QI]. 


附录 2.2 对 称 多 项 式 


设 R 为 环 , G = Aut(R[xi,…,xnj) 表 示 多 项 式 环 R[x1,…,x,] 的 自 同 构 
群 .对 于 任意 环 R ,决定 群 G 是 件 不 容易 的 事情 .但 是 G 中 有 些 元 素 是 不 难 发 现 
的 .以 5， 表示 n 次 对 称 群 , 即 {1,2,…,n} 的 全 部 置换 形成 的 群 .对 于 每 个 so€ 5,， 
定义 

9o:RLx ,xn > RLx1,* ,xn], 
fx19°s Xa) ef XD Xen) 
易 知 9。 是 环 RLx1,…,x,] 的 自 同 构 . 令 
= {9,|o€S,}, 

则 是 G 的 n! 阶 子 群 (9。 9 = 96:，971 = p91). 

一 般 地 ,对 于 G 的 任意 子 群 太 , 邻 

R[xis%s xan ln= {f(x Xn) E REX xn lof = 了 ,对 每 个 o€H}， 
则 这 是 R[x ，,…,xj 的 子 环 , 叫 做 R[x1，…,xa] 的 有 H- 固 定子 环 .古典 不 变量 理论 
的 最 基本 课题 是 :给 了 G 的 子 群 及 ,如 何 决定 环 R[x ,…,x, jn 的 结构 ?现在 我 
们 对 于 五 = 来 解决 这 个 问题 , 即 我 们 来 确定 环 R[x ，… ,x j;. 

定义 R[Lxi，…xn]: 中 元 素 放 xz ，…xn) 叫 做 环 R 上 关于 xi,…，,xn 的 对 
称 多 项 式 . 换 名 话说: 多项式 fx，…xn)ERLxz，…xo] 叫 做 对 称 多 项 式 , 是 指 
对 每 个 cE SCxi xn) =f (xo yx ). 

环 R 中 每 个 元 素 显 然 属 于 RLxi,…,x,];. 除 此 之 外 ,车 R 是 含 么 环 , 则 还 有 
以 下 一 些 对 称 多 项 式 ，: 


O01 = XIl 十 … 十 Xnya2 = 2 le = > XXXk ?90n = XIX2 Xn 
i<j<ken 


我 们 把 cl，…，cn 叫苦 本 对 和 多 项 式 说 它 它 是 基本 的 ,是 因为 有 下 述 结论 ， 
定理 设 尺 为 整 环 .RLza ,xn].= 尺 [ol,…yon]. 换 句 话说 , 整 环 R 上 关 
于 za x 的 每 个 对 称 多 项 式 均 吓 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 


a 
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证 明 显然 REa,…,x,], 己 RLo1,…,o]. 反 之 ,车 Fa ，…, Xn) 是 对 称 多 
项 式 , 即 属于 R[x1,…,x],. 令 degf=m, 将 了 展开 成 f= f+ 所 + +fm, 其 中 
扩 为 的 k 次 齐 次 部 分 , 即 fi 是 f 中 全 部 k 次 单项 式 之 和 .对 于 fr 中 每 个 单项 式 
ax xn(aERR 一 {0}, ,eis 0, i + +i, = Kk) 和 每 个 s€ SaCaxi 
Xe) = axstp…xiw 应 当 是 了 中 的 一 项 ,从 而 必然 是 反 的 一 项 .由 此 可 知 必 将 大 
的 诸 项 作 了 一 个 置换 ,这 就 表明 o(f,) = , 即 户 也 是 对 称 多 项 式 (0<k<m). 从 
而 我 们 只 要 证 明 每 个 f; 均 属于 R[o， ，…cn] 即 可 .为 此 ,我 们 在 所 有 次 单项 式 
之 间 引进 “字典 序 ”, 即 对 两 个 不 同 的 单项 式 a = axh …xin 和 B= bx wx (其 中 
Qa,bER- {0},i ,ee ,ins ja 0 i + ti, = 有 hn =) 定义 

ac> 有 8 对 存在 s,0<s<<n 一 1, 使 得 i=j),…,i， =jo 人 但 di>jn. 
例如 :xfxzxs 二 x1 怠 >>xix8xs. 不 难看 出 这 种 序 具有 以 下 性 质 ; 设 Mi 和 Ms: 均 是 
5 次 单项 式 ,N,N ,NN, 均 是 7 次 单项 式 , 则 

(1) M1>M,=> M1N> M,N; 

(2) Mi>M;, Ni> N=> MiN1> M,N,. 

考虑 齐 次 对 称 多 项 式 of oj…od ,di 过 0. 由 于 的 最 大 单项 式 显然 为 za xa… 
3 "从 而 由 (1) 和 (2) 即 知 o 和 a…olr 中 的 最 大 单项 式 为 

2 
现在 设 axhi…x" 是 fi 中 最 大 单项 式 ,aE R - (0) ,由 于 fi 为 对 称 多 项 式 ,可 知 
和 1 之 h2 之 … 之 X44. 由 上 述 可 知 fi 与 ao 和 -各 g 和 -为 om ma ER[ol,…,on] 有 
相同 的 最 大 单项 式 .从 而 新 的 多 项 式 六 - aa? -5 ax oo 中 的 最 大 单项 式 就 要 
小 一 些 .重复 这 个 过 程 ,可 知 经 有 限 步 之 后 ,大 就 可 表示 成 ,…,anw 的 多 项 式 ,并 
且 系 数 属于 尺 , 即 六 ER[w ，……an]. 证 毕 . 

注 记 (1) 这 个 证 明 事实 上 对 于 任意 环 R 均 有 效 . 换 句 话说 ,对 于 任意 环 尺 ， 
定理 结论 仍然 正确 . 不 过 当 R 为 整 环 时 ,每 个 对 称 多 项 式 f (x,…, x,) E 
R [xi，…xn] 表 示 成 ci wan 的 多 项 式 时 ,其 表达 方式 是 唯一 的 (习题 3) 

(2) 由 定理 证 明 还 知道 ,将 次 齐 次 式 f 表示 成 wya， 的 多 项 式 时 ,此 多 
项 式 中 每 一 项 aof …c4 均 可 取 成 x ，…,x, 的 大 次 齐 次 多 项 式 , 即 1 +2 14, +… 
+nt,=k. 

(3) 定理 的 证 明 是 构造 性 的 , 即 定理 本 身 给 出 了 将 对 称 多 项 式 f(x1，…, x,) 
表达 成 rm ，…，,cw 的 多 项 式 的 一 种 具体 方法 .但 是 当 degf 很 大 时 ,一 般 说 来 ,在 定 
理 指导 下 采用 待定 系数 法 更 方便 些 . 

例 考虑 ( 齐 次 ) 对 称 多 项 式 x + x$ + x4 + 地. 根据 定理 它 为 cl ,os ,osyo 的 
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多 项 式 (系数 属于 Z). 由 上 面 注 记 (2) 即 知 

Xf+XE+X$+Xt = aot+ bofos + coos + do$ + eo4, (x*) 
其 中 asb,c,d,eEZ. 取 (x1,…,x4) 二 (1,0,0,0)( 从 而 o1=1,0z=o3=o4=0) 代 
人 式 (x ) 即 知 a =1. 再 取 (xi,xz,xa,X4)= (1, 一 1,0,0),(1,1,0,0),(1,1, 一 1， 
一 ]),(1, 一 1, 一 1,0), 可 依次 算出 d=2,b= -4,e= 一 4,c=4. 于 是 


XI + XE+X+ Xt = of -dof0, + do10s + 208 — 404. 


习 题 


1.m>>5 时 ,将 >) xjxe 表示 成 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 


l1<i<j<k< 
2. 令 A= I LO 


ci 

(1) 求证 A 为 X1，… ,Xn 的 对 称 多 项 式 ; 

(2) 对 于 n=3, 将 A? 表示 成 cl ,azyas 的 多 项 式 . 

3. 设 a1,…,an 属于 域 K 的 某 个 扩 域 正 , 称 a1,…,an 在 K 上 是 代数 无 关 的 ， 
是 指 不 存在 0 闫 x1，…,xn) EK[xi，…,xnj, 使 得 f(al，*…,an)=0. 

(1) 求证 x ，… ,Xn 的 基本 对 称 多 项 式 cl，…,an 在 K 上 是 代数 无 关 的 ; 

(2) 如 果 尺 是 整 环 ,xi，…xn) 是 尺 CLxl，…xo] 中 的 对 称 多 项 式 , 求 证 了 表 
示 成 ci,…，an 的 多 项 式 的 方法 是 唯一 的 . 

(3) 求证 :KCxis… Xn)/K《a1，…，on) 为 代数 扩张 ,并 且 

[KGCxzi…xn) : Klan,0n)]=n!. 


4. (牛顿 恒 等 式 ) 设 Sk = 》)xt, 求证 :对 每 个 k=1,2,…， 
i=1 
Sk — oSk-1+ ora + (—1)* ion-1S +(—1)*kor =0. 


附录 2.3 ”代数 基本 定理 的 一 个 证 明 


代数 基本 定理 是 说 :每 个 次 数 之 1 的 复 系数 多 项 式 必 有 复 根 .( 从 而 n 次 复 系 
数 多 项 式 恰 有 n 个 复数 根 ( 重 数 计算 在 内 )) ,或 者 说 成 :C 是 代数 封闭 域 . 
代数 基本 定理 有 许多 个 证 明 ,并 且 所 有 的 证 明 都 要 用 到 数学 分 析 中 的 某 些 事 
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实 , 我 们 这 里 介绍 的 一 个 证 明 也 不 例外 ,要 利用 以 下 几 个 引 理 . 

引 理 1 每 个 奇 次 实 系数 多 项 式 必 有 实 根 ,大 家 知道 ,这 一 事实 由 连续 函数 的 
中 值 定理 推出 . 

引 理 2 复 系数 2 次 多 项 式 的 根 均 是 复 根 . 

证 明 设 f(x) 为 CLx] 中 2 次 多 项 式 ,不 妨 设 f(x) 是 首 1 的 , 即 f(x)=x?+ 


ex+BiasBEC. 由 于 f(x)= (x+ 生 ) +B- 守 ,我 们 不 妨 设 f(z)=z?-7,rEC. 
令 r=a+bila,b€ER,i=V- 了 ), 取 
cr/ 中， 若 b 之 0; 


ZoyZ1 = 


直接 验证 zo。 和 zi 为 到 - r 的 两 个 复 根 .证 毕 . 
引 理 3 每 个 次 数 之 1 的 实 系数 多 项 式 g(x) 必 有 复 根 . 
证 明 设 g(x)ER[x],degg= 4d 之 1, 令 d=2"q,24 gq, n 之 0, 我 们 对 nn 用 数 
学 归纳 法 . 当 n=0 时 ,g(x) 为 奇 次 实 系数 多 项 式 ,由 引 理 1 即 知 g(x) 有 复 根 .以 
下 设 n 三 1. 令 xi,…,xa 为 g(x) 在 RR 的 某 个 适当 扩 域 中 的 全 部 根 .我 们 的 目的 是 
证 明 必 有 某 个 x; EC. 为 此 取 任 意 一 个 实数 c, 令 
yy=xitxitcexix; (I<i<ij<d). 


一 共有 二 d(Cd+D=2"1g(d+DD 个 yy, 令 
G(x) = J Gx-y)= x"+ B1 (X19 KAIX™ + e+ gm XI Xd) 
ie 


其 中 m =2"!1q(d +1). 不 难看 出 ,gi (x1，…,xa) 是 x1，,…,xa 的 实 系数 对 称 多 项 
式 ,从 而 8iCz wxa)ER[o,…yod], 其 中 心 ,…*ou 为 x1，…,xa 的 基本 对 称 
多 项 式 (附录 2.2) .但 是 

BX) = xd 一 coxel+oxd2-…+(-1)douERIz]， 
因而 cl ,cuER. 于 是 8 Co ,xs)ERGI<i 过 mm). 从 而 G(x)ER[Lxj. 由 于 
nn 之 1, 从 而 21d =2"q, 于 是 21 (d+1)g, 而 degG=2"!1gq(d +1). 由 归纳 假设 便 
知 G(x) 有 复 根 ze , 换 句 话说 ,我 们 有 ic) 和 jc)( 均 与 c 有 关 ) ,使 得 

Jioje) = XiKe) + Xie) + CXico)Xieo = Ze EC. 


由 于 指标 集合 {(i, 门 } 是 有 限 的 ,而 实数 c 可 任意 取 , 从 而 必然 有 c 尖 c'，c,c'E 
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RR, 使 得 
ic) = ic ) =7, jc) = je) = 3. 
于 是 便 得 到 
xr+xr+cxxs = ZEC, Xxr+xs+cxmxs = ze EC. 
由 此 及 c,c'“ER,c 天 c' 可 知 xr + xy,xrtyEC, 于 是 
h(x) = xz2 — (xr + XX+ x xs ECLx]. 
根据 引 理 2，h(x) 的 两 个 根 均 是 复 根 ,这 就 证 明 x, ,x;EC. 证 毕 . 


最 后 我 们 证 明代 数 基本 定理 : 设 f(x) = > cx' € CLxJ,degf >1 令 Jx) 


三 Bex ,其 中 ci 表示 ci 的 共 生 复 数 . 令 g(x) = 了 (x)f(x). 易 知 g(x)= g(x)， 


从 而 g(x) ERLx]. 根据 引 理 3, 存在 a€C, 使 得 g(a)=0, 于 是 a 是 f(x) 或 者 
了 (x) 的 复 根 ,从 而 复数 a 或 者 # 是 f(x) 的 根 .证 毕 . 


附录 2.4 可 以 三 等 分 角 吗 
一 一 圆规 直 尺 作 图 的 代数 背景 


自从 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》( 公 元 前 一 世纪 ) 葛 定 平面 几何 公理 基础 以 来 , 关 
于 尺 规 作 图 问题 就 流传 着 以 下 的 “古代 三 大 难题 ”; 

1. (三 等 分 角 问 题 ) 能 否 用 圆规 直 尺 三 等 分 任意 角 ? 

2.( 倍 方 问题 ) 给 了 任意 一 个 正 立 方 体 ,能 否 用 圆规 直 尺 作出 一 条 线段 ,使 以 
此 线段 为 一 边 的 正 立 方 体 的 体积 是 给 定 正 立方 体 体积 的 二 倍 ? 

3. ( 正 多 边 形 问题 ) 对 于 任意 正 整数 "过 3, 能 否 用 圆规 直 尺 作出 一 个 圆 的 内 
接 正 n 边 形 ? 

这 些 问 题 早已 (肯定 或 否定 地 ) 解 决 了 ,但 是 仍然 在 耗费 一 些 不 明 原委 的 现代 
人 的 精力 .在 这 个 附录 里 ,我 们 试图 阐明 尺 规 作 图 问题 的 代数 含义 ,用 我 们 刚刚 学 
过 的 域 论 知识 指明 哪些 几何 图 形 可 以 由 圆规 直 尺 作出 ,而 哪些 则 不 可 能 .特别 地 ， 
我 们 要 证 明 用 尺 规 三 等 分 任意 角 是 不 可 能 的 . 然后 在 习题 中 请 读者 解决 第 二 大 
“ 难 " 题 .至 于 第 三 “ 难 ” 题 是 高 斯 彻底 解决 的 ,需要 用 到 域 论 的 进一步 知识 一 一 伽 罗 
瓦 理论 . 
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历史 上 ,将 几何 与 代数 有 机 联系 起 来 的 首先 是 笛 卡 儿 . 他 将 平面 上 的 点 对 应 于 
复数 .为 此 ,需要 在 平面 上 指定 一 点 O 作为 原点 ,过 O 的 两 条 相互 乘 直 的 直线 为 实 
轴 和 虚 轴 , 再 指定 一 个 长 度 作 为 单位 1. 于 是 平面 上 每 点 都 可 表示 成 复数 
z=x+yi' 其 中 x 和 ?y 分 别 是 该 点 的 实 坐标 和 虚 坐 标 . 基于 此 ,平面 上 全 部 点 构成 
的 集合 和 复数 集合 C 是 一 一 对 应 的 ,这 是 平面 解析 几何 的 起 点 ,也 是 我 们 研究 问题 
的 出 发 点 . 

一 个 平面 几何 作 图 问题 ,前 提 总 是 给 了 一 些 平面 图 形 , 例 如 ,给 了 一 些 点 、 直 
线 . 角 和 圆 等 等 .但 是 ,一 条 直线 由 其 上 两 个 不 同 的 点 完全 决定 ,一 个 角 是 由 其 顶点 
和 每 边 上 取 一 点 共 三 点 所 决定 ,一 个 圆 由 圆心 和 圆周 上 一 点 所 决定 ,所 以 平面 几何 
作 图 问题 的 前 提 总 可 归结 为 给 定 了 n 个 点 即 n 个 复数 zi,…,z, EC 当然 还 有 
zo 三 1). 同 样 地 , 尺 规 作 图 过 程 也 可 看 作 是 利用 圆规 和 直 尺 不 断 得 到 一 些 新 的 复 
数 .所 以 问题 变 成 为 :给 了 一 批复 数 ze =1,zi，,…,z, 和 z, 能 否 从 zo = 1,zi，…zn 
出 发 利用 尺 规 得 到 复数 z. 如果 能 够 ,那么 这 个 尺 规 作 图 问题 就 是 可 解 的 ,否则 就 是 
不 可 解 的 . 

尺 规 作 图 究竟 有 多 大 本 领 ” 它 们 的 本 领 不 外 平 是 :通过 两 个 不 同 点 画 一 直线 ; 
以 已 知 点 O 为 圆心 和 另 两 个 已 知 点 的 距离 为 半径 画 圆 ;再 由 如 此 画 出 的 直线 与 直 
线 、 直 线 与 圆 . 圆 与 圆 相交 得 到 新 的 点 .然后 再 如 此 反复 地 作 下 去 . 

所 以 我 们 作 如 下 的 递归 定义 : 

定义 1 设 S={zo=1,z1,…,zn) 是 n+1 个 复数 .我 们 将 

(1) zo,zl，…，zn 叫做 S- 点 ; 

《2) 过 两 个 不 同 的 5- 点 的 直线 叫 5- 直 线 , 以 一 个 S- 点 4 为 圆心 ,以 任意 两 个 
5- 点 之 间 的 距离 为 半径 画 出 的 圆 叫 5- 圆 . 

(3) 由 5- 直 线 与 5- 直 线 、5- 直 线 与 5- 贺 .5- 圆 与 5- 圆 相交 得 到 的 点 也 叫 5- 点 . 

这 是 一 个 递归 定义 , 即 从 (1) 出 发 反复 利用 (2) 和 (3) ,就 得 到 全 部 5- 点 .5- 直 
线 和 5- 圆 .这 个 递归 定义 完全 刻画 了 尺 规 作 图 过 程 . 如果 我 们 以 5 表示 全 部 5- 点 
构成 的 集合 ,那么 也 就 是 从 S = {zo =1,z1,…, za} 出 发 通过 尺 规 作 图 所 得 到 的 
全 部 复数 .所 以 问题 又 归结 为 :如 何 由 集合 5S 刻画 集合 5? 

引 理 1 设 z=x+ yi=re*EC, 以 z 表示 z 的 共 二 复 数 . 

() 若 zES, 则 xy,ryeeESi 

(2) $ 是 C 的 子 域 ; 

(3) 5 对 于 复 共 二 运算 和 WV 运算 是 封闭 的 , 即 车 zxES, 则 zES,VZES. 
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证 明 (1) 车 z=x+iyE5. 过 点 z 作 实 轴 和 虚 轴 的 垂 线 (这 是 可 用 尺 规 作 出 
的 ) ,其 垂 足 分 别 为 点 Y= (x,0) 和 yi= (0,y). 于 是 xE5. 以 原点 0= (0,0) 为 圆 
心 ,0 和 并 的 距离 |y| 为 半径 画 圆 与 实 轴 交 于 点 ( 土 y,0) = 土 y, 从 而 yE 5. 同样 
地 ,O 与 z 的 距离 为 rE5. 最 后 ,以 O 为 圆心 以 1 为 半径 画图 与 射线 Oz 交 于 点 
eis ,因此 eitES. 

(2) 设 z=x+yi, z = 六 +yi 均 属于 S$. 由 (1) 知 xx',y,yES. 于 是 由 简 
单 的 尺 规 作 图 可 知 x 士 x ,y 土 y》 E35, 从 而 z+tz’=(x+tx)+(y+y)i€ES.— 
方面 , 若 z=re?, z'=r’e? 属 于 5, 由 (1) 知 r+,r' ,er ,er E35. 于 是 e+*ES( 用 
尺 规 可 作 任意 二 角 之 和 ) ,并 且 rr E35( 如 图 3: 令 A=(0,7),B=(1,0),D=(r'， 
0). 过 DD 作 AB 的 平行 线 与 虚 轴 交 于 C, 则 C= (0,rr )), 从 而 zz'ES. 最 后 若 z= 
reigES，z 天 0. 则 > 天 0,rE3S. 用 类 似 于 图 3 的 办 法 可 知 1/rE5. 从 而 z := 
上 co-w E53. 这 就 表明 了 为 域 


(3) 车 z=x+yiE5, 则 x, 土 YE5, 从 而 z=x 一 yiE5. 最 后 , 若 z=re*€5， 
则 7r,e?E5. 从 而 VrE3( 如 图 4: 令 OA 和 0B 长 度 分 别 为 1 和 1+r, 以 0B 为 直 
径 作 圆 ,过 A 作 垂直 于 0B 的 直线 与 圆 交 于 点 C, 则 AC 长 度 为 V) 又 有 ee ES 
( 尺 规 可 作 角 的 平分 线 ) ,从 而 Vz =Vrei%2 ES. 证 毕 . 
根据 引 理 1, ze = 1，z，…zwES，2…znES, 并 且 S 为 域 ,于 是 5 包含 域 
Fi = @Q(Czl，…zn，21，…2Zn). 
对 于 C 的 每 个 子 集 4, 记 
VA= {Vala€Eh}, A={ala€A)}. 


Fs= Fi(VF), *%, Fs, = Fal(VF), F=UF,. 
n=1 
F Y 
C 
a 
0 B D olih r Bx 
图 3 图 4 
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易 知 下 为 域 .由 引 理 1 知 5 对 于 V ”是 封闭 的 ,从 而 F, 丑 5, 于 是 FES5. 为 了 证 明 
下 卫 $ 也 成 立 ,我 们 需要 : 

引 理 2 (1) F,= Fi(VFn1); 

(2) 对 于 WV 和 复 共 生 运 算是 封闭 的 . 

证 明 (1) Fs= Fri(VF,1)= Fo(VFs UVF,-2) = = FI(VE iU 
VY-2U…U Yi). 但 是 Fs 宇 F-1 忆 … 刁 ,从 而 VF 宇 VFn1 宇 …V Ri. 
于 是 Fu = Fi(VF1). 

(2) 车 a€EF, 则 a€ F， (对 某 个 n), 从 而 Va E Fti, 于 是 Va EF. 另 一 方面 ， 
古 =QCziyeeeyznyZisns24) = Fs 从 而 Fo= Fi(VF)= Fi(V 本 ) = Fi. 归 纳 即 
可 证 得 对 每 个 n 之 1 均 有 F, =F .从 而 = 下 .证 毕 . 

注 记 事实 上 ,F 是 C 中 包含 Fi 并且 对 于 V ”封闭 的 最 小 子 域 ,F 也 是 C 中 
包含 Q(z1，,…,z,) 并 且 对 于 V 和 复 共 因 运 算 封闭 的 最 小 子 域 . 

定理 1 F=5. 

证 明 只 需 再 证 正之 $. 即 要 证 每 个 $- 点 均 属 于 F. 由 递归 定义 出 发 点 zo = 1， 
zzn 这 些 5- 点 显然 均 属于 F. 现 在 假设 两 个 不 同 的 5- 点 zo。= xo + yoi 和 zi = 
Xi+ yi 已 经 属于 下 .由 于 下 对 于 复 共 思 e 运 算 封闭 ,从 而 xo - yoi,x1 -yiE F. 于 是 
Xo，yosX11EF 丰 .过 zo,zi 的 直线 方程 为 ax + by = c, 其 中 

a=y -yb=- (x -Xo), c= xoly1— yo) — yolxi — xo). 
由 于 下 是 域 ,可 知 a,b,cE 下 .同样 地 ,以 zo 为 圆心 ,五 到 之 长 为 半径 的 圆 的 方 
程 为 


(x -Xo +(y~ yy) = 7. 
即 
x+y+drteyt+f =0, 
其 中 
d =-2xo,€ =—2yo, rz = (x1— xXx)? + (yy -ya) ,f= xd+ yr. 
如 果 zj = xj + yji 均 属于 F(j=0,1,2), 则 d,e,f 也 属于 F. 
设 ax+by=c, ax+b'y=c 是 两 条 不 同 的 5- 直 线 , 并 且 a,b,c,a’,b’,c’E 
F. 如 果 它 们 相交 , 则 由 克 莱 姆 (Kramer) 法 , 则 易 知 对 于 交点 x+iy, x,yEF, 从 而 
XxX+yi€EF( 注 意 i= V-1€ Fs 己 F). 类 似 地 ,车 ax+ by+c=0 为 S$- 直 线 ， 
x+ 半 +dx+ey+f=0 为 5- 圆 ,并 且 诸 系数 均 属于 FF. 如果 它 们 相交 ,将 前 一 方程 
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代入 后 一 方程 可 得 到 y 满足 一 个 二 次 方程 并 且 系 数 属于 F. 由 于 下 对 于 V” 封 闭 ， 
可 知 yE F. 同 样 xE FF, 于 是 交点 x+ yi€E F. 最 后 , 设 x*+y*+dx+ex+f=0 和 
+ 于 + dx+exX+ 扩 =0 为 两 个 不 同 的 圆 , 诸 系数 均 属于 F. 如果 它们 相交 , 则 交 
点 也 是 其 中 的 一 个 圆 和 S- 直 线 (d- d)x+(e 一 ey+ (ff 了) =0 的 交点 ,从 而 
交点 也 属于 .综合 上 述 , 便 知 归纳 定义 给 出 的 全 部 S- 点 都 属于 正 . 这 就 证 明了 
SS .于 是 = 下 .证 毕 . 

为 了 使 用 上 的 方便 ,我 们 需要 F(= 3$) 的 另 一 种 刻画 方式 . 

定义 2 设 有 一 个 域 的 扩张 序列 

KESK(a) CK(a,a) ECEK(a,, a EC, 

如 果 a?,1EK(a1,…,ai)(0<i<n 一 1)( 这 相当 于 说 ,序列 中 每 两 个 相 邻 域 之 间 
都 是 1 次 或 2 次 扩张 ), 则 称 它 为 / -序列 . 

定理 2 设 S={zznjK = 局 =Q(z zyzi yzn), 则 z 为 9 点 
全 存在 一 个 人 ” -序列 KESK: 三 …EK。, 使 得 zE 天 ，. 

证 明 < 由 于 Kiw=Ki(Vai), ai€Ki, 而 F=3 对 于 V 封闭 ,从 而 归纳 
可 证 K, 导 F, 即 z€E FF, 从 而 z 为 5- 点 . 

之 设 zE5=F. 则 有 nn 使 得 zEF, .下面 对 n 归纳 证 明 : 对 F。 中 每 个 元 素 z 
均 有 Y -序列 Ki= FiCKsCS…CK,, 使 得 z€ Ki. 当 n=1 时 zE Ki, 结 论 显 然 
成 立 . 现 设 对 n 一 1 成立 ,而 zE F = Fi(VF,-1)( 引 理 2), 从 而 存在 有 限 多 元 素 
A1,A2，…，A; EF,-1, 使 得 zE Fi(VAi,…, VA1). 根 据 归纳 假设 ,存在 一 些 
V -序列 使 得 

A E F(a,a) EF,a) DO Fa) ER,, 
Az € Fi(bi,%%,bs) SFCba,,bs) DD Fb) DF,,., 
A E€E Fil(ci,%%c) EFi(c,,c) DOR) EER. 
令 ao= VA1,… ,co= VA1. 则 得 到 更 长 的 /”- 序 列 : 
ZzEFi(ao,." a,, bo bs ,Coss Cs) 

F(a a, bo , bss, co, Cs) DO.: 

SFi(a,, boses bs ss Cos 6) EF Cboseee, bs ,sees conees Cs) 

Fi (bi bs ,co C1) DOF (Cb, ,co 1) 

Fi(co,ci,"*, ci) 

Fi(c ,01)HIRF (c,h. 
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这 就 证 明了 定理 .证 毕 . 

系 设 S={(zo=1,zl，…zn)，Fi =Q(Czi,…znoyzi,…zn)，z 为 S- 点 . 则 
z 为 Fl 上 的 代数 元 素 , 并 且 [Fi(z):Fi] 是 2 的 方 宕 . 

证 明 ”根据 定理 2, 我 人 有 V -序列 , Ki = FCKsS…CK,, 使 得 z€ K,. 
由 于 [Ki : Ki]=1 或 者 2, 从 而 LK, : F,] 为 2 的 方 赛 . 但 是 FICFi(z)CSK,， 
于 是 [Fi(z) : F1]=[K, : F1]/[K, : Fi(z)] 也 是 2 的 方 寡 . 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 证 明 : 

定理 3 用 圆规 直 尺 不 能 等 分 60 角 . 


证 明 “所谓 给 了 60' 角 ,相当 于 给 了 复数 = 这 = 二 + 娩 


各. 从 而 S= (zo=1,a)， 


户 =QGa,zD=Q( 于 + 二 -3) = QCV 二 3). 如 果 我 们 能 作出 20` 角 ， 
当然 也 能 得 到 cos20` .但 是 cos20 满足 方程 4x3 -3x 一 1/2=0, 即 8x? -6x 一 1= 
0. 由 于 f(x)=8x? 一 6x 一 1 在 QLx] 中 不 可 约 ,从 而 [QCcos20') : Q]=3, 于 是 
6 =[Q(cos20', V -3) : Q]=[F(cos20°) : QJ 
=[Fi(cos20") : Fi] * LF; : Q]. 
但 是 [Fi : Qj=[QCV-3) : Q]=2, 从 而 [Fi(cos20') : Fi]=3. 根 据 上 面 的 系 ， 
cos20 不 是 5- 点 ,从 而 60` 角 不 能 用 尺 规 三 等 分 .证 毕 . 
这 就 表明 :用 尺 规 不 能 将 任意 角 三 等 分 . 


习 题 
1. 证 明 用 尺 规 可 将 45 和 54 角 三 等 分 . 
2. 试 解决 古代 “ 难 ” 题 一 一 倍 方 问题 . 


3. 证 明 : 用 尺 规 可 作出 圆 的 内 接 正 3,4,5,6,8,10 边 形 ,但 是 不 能 作出 正 7,9 
边 形 . 


2.7 有 限 域 


我 们 在 上 节 就 域 和 域 的 扩张 作 了 介绍 .对 于 各 种 域 的 进一步 研究 则 属于 一 些 
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专门 的 数学 分 支 .例如 ,研究 有 理 数 域 Q 的 代数 扩张 的 学 科 是 代数 数论 ,研究 域 的 
超越 扩张 的 学 科 是 代数 函数 论 和 代数 几何 .我 们 在 本 节 讲 述 最 简单 的 一 类 域 : 有 限 
域 ( 也 叫 伽 罗 瓦 域 ) . 

设 F 是 有 限 域 ,由 于 下 有 限 , 它 的 特征 不 能 是 零 ,从 而 为 某 个 素数 P. 于 是 下 
包含 p 元 域 F,, 而 下 是 F, 上 有 限 维 向 量 空 间 . 设 维 数 CLF : F,] 为 n, 则 向 量 空间 
F 中 存在 一 组 Fp- 基 v1，…,v, ,使 得 下 中 每 个 元 素 唯一 表 成 

QV1 ++ danVns ai E F， 
由 此 可 知 下 中 共有 p" 个 元 素 .这 就 证 明了 :有 限 域 中 元 素 个 数 是 某 素 数 的 方 寒 .并 
且 对 于 下 中 每 个 元 素 4, 均 有 pa =0. 这 就 表明 FF 作为 加 法 群 是 个 p 阶 循环 群 的 
直 积 . 这 也 就 证 明了 下 面 定理 1 中 的 (1). 

定理 1 设 正 为 有 限 域 . 则 

(1) F 的 特征 是 某 个 素数 p, 并 且 它 是 p 元 域 F 的 有 限 扩 张 . 令 n=[F: 
F,], 则 下 中 共有 p" 个 元 素 ,并 且 作 为 加 法 群 是 n 个 p 阶 循环 群 的 直 积 ; 

(2) F" = F- (0) 是 p" -1 阶乘 法 循环 群 . 令 F* 是 由 元 素 u 生成 的 , 则 
下 = F,(u)( 单 扩张 ); 

(3) 设 Q， 是 FF 的 一 个 代数 闭 包 . 则 下 恰好 是 由 多 项 式 x”-x 在 Q, 中 的 p" 
个 根 所 组 成 的 ; 

(4) 对 于 每 个 n>1, 在 0, 中 有 且 只 有 唯一 的 p" 元 域 Fw ,而 0Q,= Fy; 

(5) 任意 两 个 阶 数 相同 的 有 限 域 必 同 构 ; 

(6) 映射 o, :FF ar> a? 是 域 F 的 自 同 构 , 并 且 cy 的 阶 数 是 n. 而 五 的 自 
同 构 群 AutCF) 是 由 ob 生成 的 n 阶 循环 群 . 

证 明 (1) 已 证 . 

(2) F* 是 p" 一 1 阶 阿 贝 尔 群 . 令 p" -1= pfr…ps: ,其 中 pi,…,p, 为 不 同 的 
素数 ,ai 之 1(1<i<s). 根 据 有 限 阿 贝尔 群 基本 定理 ,F* 是 它们 的 西 罗 子 群 的 直 
积 , 即 

F* = G XxG,, 
其 中 Gi 为 F* 的 pr* 阶 西 罗 子 群 .从 而 对 于 每 个 a€ Gi,a =1. 由 于 G 是 域 F 
的 子 集合 ,而 方程 x*”* ”= 1 在 下 中 至 多 有 89-: 个 解 ,因此 Gi 中 必 有 pr 阶 元 
素 , 从 而 G; 是 p?' 阶 循环 群 (1<i<s). 由 于 p? (1<i 生 sy) 两 两 互 素 ,可 知 F* 是 
Pr?…ps’ = p" 一 1 阶 循环 群 . 令 u 为 乘法 循环 群 F， 的 一 个 生成 元 , 则 
下 = 下 U {0)= {0,1,u, uur?)} = F, (Ww). 
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(3) 和 (4) 由 于 (xz 一 x) = -1 与 x?" 一 x 是 互 素 的 ,从 而 多 项 式 zx” 一 x 
没有 重 根 .因此 x””-x 在 代数 封闭 域 9, 中 共有 p” 个 根 ; 另 一 方面 ,这 p" 个 根 
形成 Q， 的 一 个 p" 元 子 域 Fr (因为 :显然 0E Fy .并 且 车 a,b€E Fy, 即 a”” 一 
a= br" -b=0, 则 (atb)” - (a+b)=(ar" +b”")-(atb)=(a”" -a)+ 
Cb” 一 b)=0, 即 a+b€EFy. 又 车 0 关 a€ Fn, 则 ar" -a=0, 于 是 a”=4a， 
(aD”=a7 1, 即 (a-1)” -a-!=0, 从 而 a-1€ Fr ). 这 就 表明 对 于 每 个 n 之 1， 
2， 中 存在 唯一 的 p" 元 子 域 Fr .所 以 若 下 是 Q, 中 的 p" 元 子 域 , 则 F= Fpr. 
由 于 Qp/F 和 F/Fi 均 是 代数 扩张 .因此 Q,/F, 也 是 代数 扩张 .对 于 2， 中 每 个 
元 素 a, 则 a 在 F, 上 代数 . 设 a 在 F, 上 的 次 数 为 n, 则 F(a)/F, 为 n 次 扩张 . 
于 是 F(a)= Fy, 即 a€ Fr .从 而 

827 = Fp. 

(5) 设 和 Fi 均 是 p" 元 域 , 则 它们 有 公共 的 p 元 子 域 F. 令 Q1 和 0; 分 
别 是 Fl 和 Fs 的 代数 闭 包 .由 (2) 知 Fi/F, 为 单 扩张 , 即 Fi = F,(u1). 令 f(x) 是 
ui 在 Fo 上 的 极 小 多 项 式 , 则 有 (x) 为 F,[x] 中 n 次 不 可 约 首 1 多 项 式 .以 us 表 
示 f(x) 在 代数 封闭 域 Qs 中 的 一 个 根 . 则 F, (wuz) 是 Fi 的 n 次 扩张 ,从 而 是 0。 中 
的 p" 元 子 域 .但 是 Qs 中 只 有 唯一 的 p" 元 子 域 F, 于 是 F, = F,(us). 由 于 us 和 
uz 在 F, 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 f(x) 根 据 2.6 节 中 结果 可 知 Fl 和 FF 同 构 .这 就 
表明 : 阶 数 相 同 的 有 限 域 必然 同 构 . 

(6) 易 知 oj 为 自 同 态 (op (ab)=arb?=a,(a)op(b), oplatb)=(a+tb)r 
=a? 土 b?=apla) 土 gp(b)), 并 且 是 单 同 态 (op(a)=0=>a? =0=>a=0). 由 于 ob 
是 有 限 集合 到 它 自身 的 单 射 ,从 而 必 是 满 射 .这 就 表明 o, 是 域 Fu = 下 的 自 同 构 . 
注意 对 每 个 正 整数 m , 自 同 构 cg 把 元 素 a 映 成 a”” .由 于 正中 每 个 元 素 a 均 满 足 
am” =4, 可 知 o2 是 F 的 恒 等 自 同 构 .又 对 于 每 个 m, 1<<m 二 n, F* 的 乘法 群生 成 
元 W 有 u” 关 u, 从 而 o? 不 是 F 的 恒 等 自 同 构 .这 就 表明 o, 的 阶 是 n. 于 是 ,为 了 
证 明 Aut(F) = {1,0o,，…,o?!} 我 们 只 需 证 明 |Aut(F)|<<n 即 可 . 

设 o€Aut(F), 由 于 F=F,(u), 而 o 在 F, 上 必 为 恒 等 自 同 构 ,从 而 ,o 由 o 
在 u 上 的 作用 ( 即 由 oCu)) 所 完全 决定 . 设 u 在 F, 上 的 极 小 多 项 式 为 

fx) = x +cixn i++Ccny ci€EF,. 
则 
0= fu = ur+eu + 二 cn 


o 作用 之 后 则 为 0= cCz)" + cicCa)" +…+cn, 从 而 cx) 也 是 fxz) 在 正中 的 
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根 .但 是 f(x) 在 F 中 最 多 只 有 n 个 根 ,从 而 o 最 多 也 只 有 n 个 . 这 就 证 明了 
|Aut(F)|<n. 证 毕 . 
例 设 f(x)=x?+2x+2E Fa[x]. 易 知 f(x) 是 Fs[x] 中 不 可 约 多 项 式 . 令 
为 它 的 一 个 根 , 则 F= Fs(u) = Fa[u] 是 9 元 域 ,并 且 下 中 9 个 元 素 即 是 
autas, ayaE Fs = {0,1,2}. 
我 们 可 以 把 ww + as 简 记 为 (a1 ,az). 于 是 
1= (0,D, w= (1,0), w= wu+l1= (1,D, us = (2,1), 
us = (0,2), us = (2,0), us = (2,2), u’ = (1,2), us = 
而 ={0=(0,0) ,1,w,u?,…,u?}. 由 此 不 难 给 出 下 中 的 加 法 和 乘法 .例如 ; 
(aly,az) + (bi,b2) = (al + bi,azs + bs), 
(2,1) » (2,2) = ua 。us = us = = (1,0)，…， 

最 后 ,我 们 再 介绍 一 个 著名 的 定理 以 结束 本 章 . 

定理 2( 韦 德 伯 恩 (Wedderburn)) ”有限 体 必 为 域 . 

证 明 设 KK 为 有 限 体 .Z 是 它 的 中 心 , 即 

Z= {z EK | 对 于 每 个 xE K, xz = zx)， 
则 Z 是 有 限 域 . 令 |Z|=g, 则 K 是 q 元 域 Z 上 的 有 限 维 向 量 空间 . 设 维 数 是 nn, 则 
| 天 | = q". 我 们 的 目的 是 要 证 明 K =Z, 即 要 证 n=1. 

对 于 每 个 元 素 4EK, 令 N(a)= {xEK|ax= xa}, 这 显然 是 KK 的 子 体 并 且 
包含 Z. 因 此 N(a) 也 是 Z 上 有 限 维 向 量 空间 ,从 而 |N(a)| = g" ,nCa) 之 1. 由 
于 天 "为 9" 阶乘 法 群 ,而 NCa)* =N(a) 一 {0}) 是 K' 的 g"-1 的 阶 子 群 ,因此 
(Cg" 一 1)1(q" 一 1). 由 此 不 难 推出 n(a)|n. 

将 乘法 群 K" 的 元 素 分 成 共 示 类 .从 群 论 知道 ,与 a€ KK* 共 示 的 元 素 个 数 为 
[K* : NGCa) ]=(g" -1)/(Cg"o -1). 从 而 我 们 有 下 面 的 恒等式 ， 

qg"-1=gqg-1+ 2) (gq"-D/(g"® -1). (Cx) 


nla)ln 
n(a)#n 


(等 式 (x ) 右 边 的 g 一 1 对 应 Z" =Z-{0} 中 9 一 1 个 元 素 , 这 9g 一 1 个 元 素 每 个 自 
成 一 共 示 类 ,而 其 余 元 素 4 的 共 罗 类 中 元 素 均 多 于 一 个 , 即 对 应 NCa) 天 m,NCa)1 
n.) 我 们 要 证 明 当 n>1 时 (x* ) 式 不 能 成 立 .为 此 ,我 们 需要 分 圆 多 项 式 的 知识 ,这 
个 多 项 式 定义 为 
P,(x) = 开 (x ~ ew), 
l<ren 


Cr 1 
即 P(x) 是 以 全 部 nn 次 本 原单 位 复 根 ( 共 9(n) 个 ,p 是 欧 拉 数 论 二 数 ) 为 根 的 首 1 
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多 项 式 ,不 难看 出 x" 一 1= ILPaCx). 从 而 由 数论 上 的 英 比 乌 斯 (M5bius) 变换 即 
知 PCx) = I 一 1)*m0 ， 其 中 ACn/d) 是 莫 比 乌 斯 数论 函数 .于 是 Pn(X) = 


f(x)/g(x), 其 中 (x) 和 g(x) 均 为 ZLx] 中 首 1 多 项 式 . 另 一 方面 ,由 Pn(X) 的 定 
义 知 它 属于 C[x], 从 而 在 CLx] 中 g(x)|f(x). 因 为 g(x),f(x)EZLxj] 而 g(xX)， 
f(x) 均 为 Z[x] 中 首 1 多 项 式 , 可 知 在 Z[x] 中 g(x)|f(x). 而 Pu(xz) 是 Z[z] 中 的 
首 1 多 项 式 . 

对 于 nn 的 每 个 正 因子 d, 如 果 d|n,d 二 n, 则 P, (xX) 的 每 个 根 ( 即 每 个 n 次 本 
原单 位 根 ) 均 是 x" 一 1 的 根 , 但 不 是 xda 一 1 的 根 ,从 而 均 是 多 项 式 (x” 一 1)/(x" 一 


的 根 .因此 P(x) | 疙 二 l 
wm~1 


PCg| 2 (对 每 个 di dm, 1 二 由 < 站， 
由 此 及 式 ( x ) 我 们 就 得 到 Pn(q)|(q 一 1). 
但 是 由 定义 : Pu(g) = 本 (qe). 而 当 n 之 2 
1<r<n 
(rn)=1 
时 ,对 于 每 个 1<r<n, (r,n)=1, 均 有 |q-e*|>>q- 
1( 见 图 5). 于 是 | P,(q)|>(q 一 1""m 之 q -1, 这 就 与 
P,(q)1(q 一 1) 和 矛盾 .从 而 必然 n= 三 1, 即 KK 为 有 限 域 . 


图 5 


习 题 


1. 试 构 作 一 个 8 元 域 ,并 写 出 它 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

2. 列 出 Fe 上 全 部 次 数 三 4 的 不 可 约 多 项 式 , 列 出 F 上 全 部 2 次 不 可 约 多 
项 式 . 

3. 设 F 为 p" 元 域 (p 为 素数 ),FF= F,(u). 试 问 u 是 否 一 定 为 乘法 循环 群 

“= 下 一 (0} 的 生成 元 ? 

4. 设 f(x) 是 下 ,[xj 中 首 1 不 可 约 多 项 式 . 

(1) 若 u 为 (x) 的 一 个 根 , 则 f(x) 共 有 n 个 彼此 不 同 的 根 ,并 且 它 们 为 4， 
UP UP yes 

(2) 车 f(x) 的 一 个 根 !& 为 域 正 = F,(u) 的 乘法 循环 群 F" = 下 - 0} 的 生成 
元 , 则 f(x) 的 每 个 根 也 都 是 F* 的 生成 元 ; 

定义 ”如 果 f(x) 的 根 是 F,(u) 一 {0} 的 乘法 群 的 生成 元 ,我 们 称 f(x) 
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为 F,[xj 中 必 次 本 原 多 项 式 (注意 :这 里 的 本 原 和 2.4 节 中 的 本 原意 义 完 
全 不 同 ). 
(3) 证 明 FF,[x] 中 n 次 本 原 多 项 式 共有 ?Cp" 一 1)/n 个 ,其 中 9(n) 是 欧 拉 函 
数 ,表示 从 1 到 nn 的 正 整 数 中 与 互 素 的 正 整数 个 数 . 
x5. 设 FF, 为 9 元 域 ,f(xX) 是 Fs[x] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 则 
fo) |x -x degfln. 
x6. 求证 ; 当 nn 之 3 时 ,x”+x+1 是 Fa[xj 中 可 约 多 项 式 . 
7. 设 KK 是 有 限 域 .求证 :对 每 个 n 宇 1,，K[x] 中 必 存 在 n 次 不 可 约 多 项 式 ， 
8. (1) 证 明 x*+x+1 为 Fa[xj 中 本 原 多 项 式 ; 
(2) 列 出 16 元 域 Ps = Fs[u] 中 (唯一 的 )4 元 子 域 的 全 部 元 素 , 这 里 ! 是 
x4+X+1lEFs[x] 的 一 个 根 ; 
(3) 求 出 在 F， 上 的 极 小 多 项 式 . 
9. (1) 证 明 xt+x?+Xx?+Xx+1 为 Fa[x] 中 不 可 约 多 项 式 但 不 是 本 原 多 
项 式 ; 
(2) 令 以 为 x 二 x 十 Xx? 二 x+1E Fo[Xx] 的 一 个 根 ,试问 Fie = Fa(u) 中 哪些 元 
素 是 Fis - {0} 的 乘法 生成 元 ? 
10. 设 玉 是 有 限 域 ,a ,bEF* .求证 ;对 每 个 cEF, 方 程 ax* + by? = c 在 域 下 
中 均 有 解 (x，y). 
x11. 设 下 是 p" 元 域 (p 为 素数 ),G = Aut(F). 对 于 每 个 QE 下 , 令 
T(a) = Ze N(a) = loo). 
a€ 


求证 :(1)T:F-~Fv 是 加 法 群 的 满 同 态 

(DN:F*"—F; 是 乘法 群 的 满 同 态 . 

12. 设 正 为 g 元 域 ,g=P"，P 为 素数 , 百 是 Aut(F) 的 m 阶 子 群 .K = {a€F| 
对 每 个 cE 古 , o(a) =a}, 求 证: 

(Dmln; 

(2) K 是 下 中 唯一 的 p"”" 元 子 域 . 

13. 设 下 为 gq=p" 元 域 .p 为 素数 .有 (x) 为 FLx] 中 不 可 约 多 项 式 .求证 : 

(1) f(x) 有 重 根 全 存在 gC(x)E F[xj], 使 得 fx)= g(x?); 

(2) 如 果 f(x) = g(x”), 其 中 g(x)EF[xj, 但 是 不 存在 g(x)E FLxj 使 得 
f(x)=gCxr” ), 则 p"|m=degf, 并 且 f(x) 共 有 m/p" 个 不 同 的 根 ,每 个 根 的 重 
数 均 为 p”. 

14. 设 Q0 为 元 域 F, 的 代数 闭 包 (p 为 素数 ),F," 表 示 02p 中 唯一 的 p" 元 
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域 ,求证 : 


(1) Fy For Om/ns; 

(2) 设 Fn 二 Fm , 令 G={oEAut(F,n)| 对 每 个 4EFsn, ola)=a). 则 G 
是 n/m 阶 循环 群 . 

15. 设 .为 素数 .证 明 方 阵 集合 


lapb 
人 1 sabe er,) 
001 


对 于 方 阵 乘法 是 p? 阶 非 阿 贝尔 群 . 
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我 们 是 孩子 ,但 是 我 们 精力 充沛 ,勇往直前 …… 
一 1831 年 6 月 16 日 伽 罗 瓦 在 法 庭 上 的 辩护 词 


从 历史 角度 来 看 ,本 章 所 讲 的 内 容 正 是 代数 发 展 史上 由 古典 代数 进入 近世 代 
数 的 里 程 碑 .大 家 知道 ,古典 代数 的 中 心 问题 是 解 代数 方程 和 方程 组 .为 了 解 一 次 
方程 和 方程 组 ,人 们 发 展 了 有 效 工具 一 和 矩阵 论 和 线性 代数 学 . 与 此 同时 ,高 次 方 
程 的 求解 问题 也 是 数学 家 几 个 世纪 的 探索 对 象 . 我 们 在 中 学 里 学 过 二 次 方程 
ax? + bx+c=0 的 一 般 求解 公式 ， 


x = 趣 (- b+ Vb dac). 


在 16 世纪 ,意大利 一 些 数学 家 寻找 出 三 次 和 四 次 方程 这 种 类 型 的 一 般 求解 公式 ， 
即 方程 解 可 用 方程 系数 的 四 则 运算 以 及 开 方 运算 表达 出 来 (参见 附录 3.1). 人们 
花 了 二 百 多 年 试图 寻找 五 次 (和 五 次 以 上 ) 方 程 的 根 式 求解 公式 ,直到 1770 年 法 国 
数学 家 拉 格 朗 日 才 开始 意识 到 一 般 五 次 方程 这 样 的 求解 公式 可 能 是 不 存在 的 . 
1824 年 ,22 岁 的 挪威 大 学 生 阿 贝尔 证 明了 一 般 五 次 方程 的 根 式 不 可 解 性 .不 幸 , 阿 
贝尔 于 1829 年 4 月 6 日 早 逝 于 结核 病 . 另 一 个 同样 年 轻 而 有 才华 的 法 国 数学 家 伽 
罗 瓦 继承 了 阿 贝 尔 的 工作 ,深刻 地 阐明 了 用 根 式 解 代数 方程 的 理论 基础 . 阿 贝尔 和 
伽 罗 瓦 的 天 才 想 法 是 研究 方程 根 之 间 的 置换 . 由 此 产生 了 群 的 概念 ,这 使 得 他 们 工 
作 的 意义 远 远 超出 了 解 代数 方程 的 问题 范围 ,而 成 为 群 论 以 至 于 近世 代数 的 开 
拓 者 . 

伽 罗 瓦 是 法 国 巴黎 附近 一 座 小 镇 镇 长 的 儿子 .正如 他 的 一 位 教师 所 说 ,15 岁 
时 “他 被 数学 的 鬼魅 迷 住 了 心 穿 ” 他 一 口气 读 了 高 斯 欧 拉 和 惑 让 德 等 著名 大 数学 
家 的 著作 .1928 年 ,17 岁 的 伽 罗 瓦 把 论文 “关于 五 次 方程 的 代数 解法 问题 "提交 法 
兰 西 科学 院 ,但 是 著名 数学 家 柯 西 等 人 不 仅 没有 认真 审阅 ,反而 丢失 了 原稿 . 1831 
年 , 合 罗 瓦 第 三 次 写 好 论文 送 去 审查 . 当时 法 兰 西 科学 院 院 士 泊 松 (Poisson) 写 的 
审查 意见 是 “完全 不 能 理解 ”. 后 来 , 伽 罗 瓦 两 次 投考 巴黎 著名 的 工科 大 学 失败 ,只 
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进入 不 太 好 的 高 等 师范 学 校 . 当时 法 国 激烈 的 政治 斗争 吸引 了 热情 而 精力 旺盛 的 
伽 罗 瓦 .他 因 参 加 政治 活动 而 两 次 人 狱 并 被 学 校 开 除 . 1832 年 4 月 出 狱 后 不 久 在 
与 人 决斗 时 负重 伤 ,5 月 31 日 上 午 10 时 去 世 .决斗 前 夕 ,他 把 自 己 的 研究 成 果 和 未 
完成 的 想法 写成 长 信 交 给 朋友 ,可 是 没有 一 家 出 版 商 愿意 出 版 伽 罗 瓦 的 手稿 . 直到 
14 年 后 ,1846 年 法 国 数学 家 刘 维 尔 (Liouville) 才 在 自 己 创办 的 “数学 杂志 ”上 刊印 
了 伽 罗 瓦 的 遗 稿 . 19 世纪 后 期 ,人 们 才 真 正 认识 到 阿 由 尔 和 伽 罗 瓦工 作对 于 代数 
学 发 展 划时代 的 影响 .1894 年 , 戴 德 金 (Dedekind, 德 国 代数 和 数论 学 家 ) 对 伽 罗 瓦 
理论 作 了 系统 的 盖 述 ,并 且 更 强调 域 论 侧面 .1948 年 , 阿 廷 (Artin) 所 写 的 关于 伽 罗 
瓦 理论 的 讲义 成 为 后 人 的 样板 . 
现在 我 们 系统 地 介绍 域 的 有 限 扩张 的 伽 罗 瓦 理论 ， 


3.1 域 的 扩张 (复习 ) ,分 裂 域 


本 节 本 质 上 是 复习 第 2 章 2.6 节 所 讲 内 容 , 讲 述 关于 域 扩张 的 一 些 基 本 概念 . 

我 们 知道 ,一 个 含 么 交换 环 开 , 如 果 天 中 每 个 非 零 元 素 均 是 (乘法 ) 可 逆 元 素 ， 
则 称 K 为 域 .如 果 天 是 域 严 的 子 域 , 则 下 叫做 KK 的 扩 域 或 扩张 .这 样 一 对 域 通常 
记 成 F/K. 

设 K 和 下 为 域 ,一 个 环 同 坊 :天 -> 下 叫做 域 的 同 态 ( 即 对 于 aybE 天 ，p(a 
+b)= 9p(a)+ 9(b), 9(ab)= 9p(a)g(b)). 类 似 可 定义 域 的 同 构 .这 时 Kerg 为 
及 的 理想 ,但 是 域 KK 只 有 两 个 平凡 理想 (0) 和 天 . 如 果 Ker9g = 天 , 则 9 是 零 同 态 
( 即 9(K) = (0)); 如 果 Kerp ={0), 则 史 是 域 的 单 同 态 . 换 句 话说 , 域 的 同 态 只 有 
两 个 可 能 : 零 同 态 和 单 同 态 .并 且 当 p:K->F 是 单 同 态 时 ; 

(1D) a,b€EK, bz0, 则 2(b) 天 0 并 且 P(a/b) =Pp(a)Vp(D); 

(2) p(lk)=1r; 

(3) 天 同 构 于 下 的 子 域 p(K). 

我 们 经 常 通过 9 把 K 等同 于 下 的 子 域 p(K)( 即 a EK 看 成 是 元 素 
8)EF)， 所 以 域 的 单 同 态 也 叫 域 的 谈 入 , 即 通过 9 将 谈 到 域 已 之 中 ， 

域 K 到 自身 之 上 的 全 部 自 同 构 形成 群 ,叫做 是 域 的 自 同 构 群 ,表示 成 
Anut(K). 例 如 :有 理 数 域 Q 和 实数 域 R 的 自 同 构 只 有 恒 等 自 同 构 ,从 而 它们 的 自 
同 构 群 均 是 一 元 群 ,而 域 QC(V 一 了 ) 的 自 同 构 群 为 
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Aut(Q V= 1 = {1,0}, 
其 中 
ca+bv=-i)=a-bv-I (ae,bEcQ). 
更 一 般 地 , 设 F/K,E/K 为 域 的 扩张 .如 果 域 的 谋 入 98:F-> 在 子 域 K 上 的 限制 
为 K 的 恒 等 自 同 构 , 即 对 每 个 4a€EKK，9(a)=a 则 称 9 是 K- 谋 入 .如 果 9:F>F 
是 域 的 同 构 并 且 9P(Q&) = a( 对 子 域 K 的 每 个 元 素 4), 则 称 9 为 域 玉 的 K- 自 同 构 . 
下 的 全 部 K- 自 同 构 形 成 Aut( 矿 ) 的 一 个 子 群 ,表示 成 Autx(F) 或 者 Gal(F/K), 叫 
做 是 域 下 的 K- 自 同 构 群 , 或 者 叫做 是 域 扩张 F/K 的 伽 罗 瓦 群 .例如 Gal(C/R) = 
{1,c), 其 中 口 是 复 共 罗 自 同 构 : 
ola+BV-1)=a-BV-1 (cpeR). 

设 下 为 域 ,如 果 1 是 加 法 无 限 阶 元 素 ,我 们 称 域 下 的 特征 为 零 ,这 时 Q-=~ 下 : 
a Fra。 lp 是 域 的 嵌入 ,因此 下 有 子 域 {a，1F|aEQ) 同 构 于 Q. 我 们 由 此 将 Q 看 
成 是 下 的 子 域 , 叫 做 是 下 的 素 子 域 . 如 果 1F 是 加 法 有 限 阶 元 素 , 则 阶 必 为 素数 pp， 
这 时 称 域 下 的 特征 为 ,而 下 有 子 域 {n，1r10<n 人 p 一 1} 是 p 元 有限 域 F,, 我 
们 称 Fp 为 下 的 素 子 域 . 于 是 ,按照 1F 的 加 法 阶 特性 我 们 把 域 分 成 两 大 类 :特征 为 
零 或 特征 为 素数 也 ,它们 分 别 有 素 子 域 Q 和 下,. 

现在 谈 域 扩张 的 分 类 : 设 F/K 为 域 的 扩张 .下 作为 域 K 上 向 量 空间 ,其 维 数 
dimx 下 叫做 是 扩张 F/K 的 次 数 ,表示 成 [F : 天]. 若 维 数 有 限 , 则 称 F/K 为 域 的 
有 限 (次 ) 扩 张 ,否则 叫 无 限 (次 ) 扩 张 .利用 简单 的 线性 代数 知识 ,我 们 在 第 2 章 2.6 
节 中 证 明了 : 

定理 1 设 E/F,F/K 均 为 域 的 扩张 , 则 

[E: KJ]=[E: FJCF: KJ. 

并 且 ,E/K 为 有 限 扩张 名 巨 /已 和 F/K 均 为 有 限 扩张 . 

设 F/K 为 域 的 扩张 ,如 果 存 在 下 的 子 集 5, 使 得 下 = K(S)( 右 边 表 示 下 中 包 
含 人 US 的 最 小 子 域 ), 则 称 8 在 上 生成 下 .特别 若 5 为 有 限 集 ， 


Ss cr {al 和 wan) 三 下 
如 果 
F= K(S) = 天 (al 和 an)， 


则 称 F/K 是 有 限 生成 扩张 .又 特别 若 S={a), 即 =K(a),aEF, 则 称 F/K 为 
单 扩张 . 易 知 有 限 扩张 一 定 是 有 限 生 成 扩张 ,但 反之 不 然 .例如 有 理 函 数 域 C(X) 是 
C 的 有 限 生成 扩张 但 不 是 有 限 扩张 ,又 如 C/Q, R/Q 均 不 是 有 限 生 成 扩张 ,而 C/R 
是 有 限 生 成 扩张 .事实 上 ,C/R 是 单 扩张 ,C= (R V 一 1). 我 们 今后 主要 研究 有 限 
生成 扩张 . 
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设 F/K 为 域 的 扩张 ,a€ .如果 存在 非 零 多 项 式 f(x)E K[x], 使 得 f(a) = 
0, 则 称 a 为 K 上 代数 元 素 (或 叫 a 在 K 上 是 代数 的 ). 这 时 ,我 们 在 第 2 章 2.6 节 
中 证 明了 ,K[x] 中 存在 唯一 的 首 1 多 项 式 f(x)(deg (x) 这 1) 使 得 
(GD) fae) = 0; 
(2) g(x) € KLx], g(a) = 0 f(x) | g(x), 
称 用 X) 为 a 在 K 上 的 极 小 多 项 式 .如 果 a 在 K 上 不 是 代数 元 素 , 即 a 不 是 K[x] 
中 任何 非 零 多 项 式 的 根 , 则 称 a 为 K 上 的 超越 元 素 (或 叫 a 在 K 上 是 超越 的 ). 如 
果 下 中 每 个 元 素 在 K 上 均 是 代数 的 , 则 称 F/K 为 代数 扩张 .否则 ,如 果 下 中 至 少 
有 一 个 元 素 在 K 上 超越 , 则 称 F/K 为 超越 扩张 .例如 C/R, QW3)/Q, Q(5)/Q 
(= eza") 均 为 代数 扩张 ,而 R/Q,， K(x)/K(x 为 文字 ) 均 为 超越 扩张 .我 们 在 第 2 
章 2.6 节 中 证 明了 ,这 两 种 扩张 的 基本 区 别 是 : 
定理 2 设 F/K 为 域 的 扩张 ,GE 下 ， 
(1) 车 a 在 K 上 代数 , 令 (x) 为 a 在 K 上 的 极 小 多 项 式 ,degf(x)=n 之 1， 
则 K[aj]=K(a) 为 的 子 域 ,1,a，…,a" 1 为 -向 量 空间 K(a) 的 一 组 基 , 从 而 
[K(a): KJ]=n. 
f(x) 为 K[Lx] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 , 从 而 K[x]/(f(x)) 为 域 ,并 且 有 域 的 自然 
同 构 : 
K[xz]/CFCz)) 一 KCa)， 
8g8Cxr)(modF(xr))-=8g(Ca). 
(2) 如 果 a 在 K 上 超越 , 则 环 K[a] 自 然 同 构 于 多 项 式 环 K[x]; 域 KCa) 自 然 
同 构 于 有 理 函 数 域 K(x), 于 是 KCa)/K( 从 而 F/K) 为 无 限 扩张 . 
我 们 今后 主要 讲 代 数 扩张 (并 且 主要 谈 有 限 代数 扩张 ) ,下 面 是 代数 扩张 的 一 
些 基本 性 质 . 
定理 3 (1) 有 限 扩张 必 为 代数 扩张 
(2) 设 F/K 为 有 限 生成 扩张 :下 = K(ai，,…,a,). 如 果 ai 在 K 上 均 是 代数 的 
(1&i<n), 则 F/K 为 有 限 扩张 (从 而 为 代数 扩张 ); 
(3) 车 EE/F，F/K 均 为 代数 扩张 , 则 EE/K 也 是 代数 扩张 ; 
下 (4) 设 F/K 为 域 的 扩张 , 则 M= {aE Fla 在 K 上 代数 } 为 
a NN FF/ 开 的 中 间 域 ( 即 M 为 域 并 且 KCMCF). 称 M 为 K 在 F 中 
Nw 的 代数 闭 包 ; 
Kk (5) 设 Mi,M; 均 为 K 的 扩 域 又 均 为 下 的 子 域 ( 如 图 6 
图 6 所 示 ). 
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MiM = Mi(M;) = M2( M1) 
为 Mi 和 Mz 在 正中 的 合成 域 .如 果 Mi/K，,M2/K 均 为 代数 扩张 , 则 Mi1M2/K 也 
为 代数 扩张 . 
证 明 (1) 利用 定理 2 的 (2) ,使 用 反 证 法 即 可 . 
(2) 由 题 设 知 K(ai)/K 均 为 有 限 扩张 . 设 fi(X) 为 ai 在 K 上 的 极 小 多 项 式 ， 
则 ai 在 KK(al,…,ai-1) 上 的 极 小 多 项 式 fi(X) 必 为 fx) 的 因 式 ,于 是 
[KGCaayai) :天 (aai 1)] 
=[KCa sai (ai) : Ka ai-1)] 
=degf/(x)<degfi(x)=[K(ai): KJ]<+™, 
因此 


[KCa an) : KI = 工 [ICLKCo，…aiD) : K la ,ai1)] 
i=1 


n 


<TIILK(a) : Kj<+™», 


i=1 
即 KCal,…,an)/K=F/K 为 有 限 扩张 . 
(3) 设 aEE, 由 假设 a 在 F 上 代数 ,于 是 
a"+cia"”!++cn=0, ciE 下 ， 

因此 a 在 KCci,…,ca) 上 代数 ,于 是 KCci,…,Cnsa)/K(c1,"…sCn) 为 有 限 扩张 ， 
又 由 假设 cl,…，cn 均 在 人 上 代数 ,由 本 定理 的 (2) 知 KC(ci，,…,Cn)/K 为 有 限 扩 
张 ,从 而 KCci…,Cnsa)/K 为 有 限 扩张 ,于 是 也 为 代数 扩张 .因此 a 在 K 上 代 
数 ,这 对 巨 中 任意 元 素 a 都 是 对 的 ,所 以 E/K 为 代数 扩张 ， 

(4) 因为 KK 中 元 素 在 K 上 显然 是 代数 的 (对 a€EK,f(x)=x-a 为 4 在 K 上 
的 极 小 多 项 式 ), 从 而 下 之 M 之 天 ,我 们 只 需 再 证 M 是 下 的 子 域 , 设 a,BE M, 由 
M 的 定义 知 a,B 在 K 上 均 是 代数 的 ,由 (2) 知 K(a,P)/K 为 代数 扩张 ,由 于 a 十 
B，aB，a-!1( 当 a 关 0 时 ) 均 为 域 KK(a,B) 中 元 素 , 于 是 它们 在 KK 上 均 是 代数 的 . 即 
均 属 于 M ,从 而 M 为 下 的 子 域 . 

(5) 令 MM 为 KK 在 F 中 的 代数 闭 包 , 则 由 M 的 定义 知 M/K 为 代数 扩张 ,并 且 
由 假设 知道 MiC M,M:S M. 于 是 MMS NM, 从 而 MiM2/K 为 代数 扩张 . 
证 毕 . 

设 K 为 域 ,f(x)EK[x], degf(x) 之 1, 我 们 是 否 总 能 找到 K 的 一 个 扩 域 下 ， 
使 得 FCx) 在 正中 至 少 有 一 个 根 ? 我 们 在 第 2 章 2.6 节 中 证 明了 这 是 可 能 的 .事实 
上 ,我 们 不 妨 设 (x) 是 K[x] 中 不 可 约 多 项 式 ,这 时 = 有 K[x]/(f(x)) 为 域 ,由 于 
(f(x)) 由 K= (0) ,我 们 可 以 把 KK 自然 地 嵌 成 是 域 的 子 域 ( 确 切 地 说 ,定义 映射 
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9: 天 一 K[Lx]/CFCz)),a ->a(modf(x)), 这 是 域 的 同 态 ， 

Kerp = KN (f(x)) = {0}, 
从 而 9 为 域 的 谋 入 ). 令 a 为 x 在 下 中 的 象 ( 即 a=X=(xmod(f(x))EF= 
KLx]/CfCx)), 则 

fla) = f(x) = fx) =0€F, 
即 aEF 为 fx) 的 根 .而 =K(a) 为 K 的 扩 域 ,我 们 称 下 是 将 f(x) 的 根 a 添加 到 
K 上 而 得 到 的 域 . 

一 个 域 K 叫做 是 代数 封闭 的 ,是 指 每 个 多 项 式 f(x)E K[x]j(degf(x) 宇 1) 在 
KK 中 都 有 根 ,这 也 相当 于 说 fx) 的 所 有 根 均 属于 KK， 或 者 还 可 说 成 : 若 F/K 为 域 
的 代数 扩张 , 则 玉 = KK. 我 们 熟知 复数 域 C 是 代数 封闭 域 ,从 而 Q 的 所 有 代数 扩 域 
均 可 看 成 是 C 的 子 域 .一 般 地 , 设 KK 为 任意 域 ,将 所 有 KK 上 代数 的 元 素 均 添加 到 
K 上 所 得 的 域 为 Q, 由 定理 3 的 (3) 可 知 Q 是 代数 封闭 域 ,我 们 称 0 为 K 的 代数 闭 
包 . 例 如 :Q 有 唯一 的 代数 闭 包 (这 个 代数 闭 包 可 取 为 C 的 于 域 但 不 是 C1! ). 设 0O， 
为 有 限 域 F 的 代数 闭 包 ,我 们 在 第 2 章 2.7 节 中 证 明了 对 每 个 n 之 1, 0, 中 均 有 唯 
一 的 p" 元 域 Fyr .于 是 

Op = 下 

今后 我 们 在 考虑 域 KK 的 代数 扩张 时 ,如 不 特别 声明 , 均 是 在 K 的 某 个 固定 的 
代数 闭 包 Q 中 讨论 问题 . 

设 E/F 为 域 的 扩张 ,多 项 式 f(x)E FL[x] (degf 宇 1) 叫 做 在 EE 中 分 裂 , 是 指 
fx) 在 ELxJ 中 分 解 成 一 次 因子 之 积 . 即 

f(x) = a(x— r(x rr), reE 巨 . 
这 时 ,车工 为 巨 的 扩 域 , 则 fx) 在 工 中 也 分 裂 ,使 Kx) 分 裂 的 正之 最 小 扩 域 显然 
为 F(m，…rn), 这 叫做 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 ,也 就 是 说 : 

定义 设 下 为 域 ,f(x)E F[x], degf(x)=n 之 1.F 的 扩 域 E 叫做 f(x) 在 下 
上 的 分 裂 域 ,是 指 满足 以 下 两 个 条 件 : 

GD f(xX)=a(x 一 rn)…(x 一 r,), riEE, 其 中 4a 为 (x) 的 首 项 系数 ; 

(2) E= Fri,°, rn). 

例 1 设 F 为 域 ,f(x)=x?+ax+bEF[Lxj. 如 果 f(x) 在 FLx] 中 可 约 , 则 
f(x) 的 两 个 根 均 属于 FF, 于 是 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 E 即 为 F. 如 果 f(x) 在 F[x] 
中 不 可 约 , 令 它 ( 在 下 的 某 个 代数 闭 包 Q 中 ) 的 两 个 根 ri,72, 则 ,rs 下， 
六 +m2= 一 4 于 是 下 =FGmyr)=Frn -am)=FCr), 而 匹 /F 为 二 次 
扩张 . 
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例 2 正 = Fz( 二 元 域 ),f(x)=x?+x+1E€ Fo[x] 为 Fo[x] 中 不 可 约 多 项 式 
(因为 FC0) = Fl1) =1 关 0E Fi). 令 为 它 在 Qs 中 的 一 个 根 , 则 7,r?,r* 是 f(x) 
的 三 个 相 异 根 ,于 是 f(x) 在 F。 上 分 裂 域 为 E= Fo(r,r?,r') = Fo(r), 这 是 8 
元 域 . 

例 3 F=Q,f(x)=x? 一 1 在 Q 上 分 裂 域 为 QC1,5,57,…,5r-1)=Q(5), 其 
中 《= ea ,p 为 素数 .由 于 《在 QLx] 中 极 小 多 项 式 为 xz-1 + xP-2 十 十 区 十 1， 
于 是 

[QW :Q]=p-1. 

例 4 下 =Q, f(x)=x? 一 2 的 三 个 根 为 如 ,2w 和 涝 ww, 其 中 由 =ezas ,于 是 
f(x) 在 Q 上 分 裂 域 为 E= QGZ, 江 ww, 党 ) = QZ,w), 不 难 证 明 [QCZ,w) : QJ 
=6. 

例 5 FF=Q, 则 (x? 一 2)(x? 一 3) 在 Q 上 的 分 裂 域 为 E=QW2wW3), 而 [E : Q] 
=4. 

现在 我 们 证 明 分 裂 域 的 存在 性 和 唯一 性 . 
定理 4 设 下 为 域 ,f(x)E FL[x], degf(x) 之 1, 则 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 总 是 
存在 的 . 

证 明 设 f(x) 的 首 项 系数 为 a, 0 关 aEF, 由 于 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 显然 也 
是 a-!1f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 ,所 以 我 们 不 妨 设 f(x) 为 首 1 多 项 式 . 设 

fx) = fi Cx)%fi x), 
其 中 fi(x) 均 是 F[x] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 ， 
l1<k<n = degf(x). 

我 们 对 n 一 k 归纳 .车 n 一 k=0, 则 fi(x) 均 是 F[x] 中 一 次 多 项 式 ,于 是 下 即 
是 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 .现在 设 定理 对 0<n 一 k<N 均 成 立 ,而 设 n-k=N+1 
之 1, 这 时 必 有 i 使 degfi 之 2, 不 妨 设 deg 用 之 2, 令 

K = FLx]/(fi(x)). 
我 们 已 经 知道 自然 嵌 成 K 的 子 域 ,并 且 

r=xX=(xmodfi(x))EK 
是 (x) 的 根 ,于 是 

fi(x) = (x-r)g(x), g(x) € KL[x]. 
所 以 车 f(x) 在 KLx] 中 分 解 成 ! 个 不 可 约 首 1 多 项 式 之 积 , 则 /之 大 , 即 
n-l<n-k=N+1. 

于 是 n-1<N, 由 归纳 假设 , f(x) 在 K 上 有 分 裂 域 E, 即 f(x) = (x -1)… 
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“(x 一 rn), rn EE, 并 且 
巨 = 天 (rrn). 
由 于 及 (r)=0, 有 (x)|f(x), rEKSE, 从 而 在 E 中 ， 
0= f(r) = (rrr -rr). 

于 是 r = ri (对 某 个 让 ,因此 E= KCrse*,ra)=F(Cr)(rn,e, rr) = 
FCr yr ym) 三 F(ri，…,Tn). 这 表明 EE 是 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 , 即 定 理 对 n 一 
k= N+1 也 成 立 ,从 而 完成 了 证 明 . 

注 记 设 F 为 域 ,S={f;|i=1,2,3,…}) 为 F[x] 中 多 项 式 序列 ,degfi 之 1. 令 
F 为 fi(x) 在 上 的 分 裂 域 ,Fo 为 f2(x) 在 Fi 上 的 分 裂 域 ,…, 下 ,为 f(xX) 在 
-1 上 的 分 列 域 ,…, 则 F 己 正己 FS…S FS…, 我 们 称 迪 FF，( 这 是 下 的 代数 
扩 域 ) 为 多 项 式 集合 $= {fi1,f2，,…f，…}) 在 下 上 的 分 裂 域 .对 于 F(x) 中 任意 的 多 
项 式 集合 5S(S 中 每 个 多 项 式 均 是 正 次 数 的 ) ,我 们 也 可 类 似 定义 8 在 严 上 的 分 裂 
域 ,但 是 当 5 为 不 可 数 集合 时 ,我 们 需要 利用 集合 论 中 的 “ 良 序 公理 ?将 8 中 多 项 式 
赋 以 一 定 的 次 序 .详情 从 略 .特别 地 , 若 取 5 为 下 [x] 中 全 部 正 次 数 多 项 式 所 成 集 
合 , 则 5S 在 F 上 的 分 裂 域 即 是 下 的 一 个 代数 闭 包 . 

现在 谈 分 裂 域 的 唯一 性 问题 . 设 下 为 域 ,f(x) 为 FLx] 中 正 次 数 首 1 多 项 式 ， 
则 对 于 FF 的 每 个 代数 闭 包 0Q,0Q 中 均 存 在 唯一 的 子 域 E 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 
( 设 f(x) 在 0 中 分 解 成 f(x)= (x 一 rw(x 一 rn), ri EQ, n=degf(x), 则 E 
必然 为 FCri，…rn)). 现 在 若 Q 和 0 为 下 的 两 个 不 同 的 代数 闭 包 ,E, E 为 f(x) 
在 上 的 分 裂 域 ,其 中 ESQ, ESQ. 我 们 要 证 明和 EE 必然 F- 同 构 ,在 这 个 意 
义 下 ,f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 本 质 上 是 唯一 的 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 需要 一 个 
引 理 . 

引 理 1 设 7:F~~ F, 7Ca)=a 是 域 的 同 构 .对 于 

f(x) = aotaxt++anx € FLx], 
令 
fx) = a +mx+ +ax € FLx]. 

如 果 E/F，E/F 均 是 域 的 扩张 ,rEE,r 在 F 上 代数 ,g(x) 为 r 在 F 上 的 极 小 多 
项 式 , 则 

(1) 7 可 扩充 成 域 的 嵌入 5:FCr) 一 巨 合 gx) 在 巨 中 有 根 .并 且 

《2) 7 的 这 种 扩充 的 个 数 等 于 g(x) 在 E 中 的 相 异 根 个 数 . 

证 明 〈1) 设 5:FCr) 一 无为 域 的 做 人 ,并 且 5s=7, 令 
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BCz) = ao+ QTT…w+Qn-iX +X GE 下 [xzx]. 
则 
0= g(r)=actart+r", 
7 作用 之 后 ， 
0= Ia40) + Na Cr) + e+ C7)" = g(r)), 
从 而 $Cr)EE 为 g(x) 的 根 .反之 , 设 r" EE,g(r" )=0, 则 有 环 的 同 态 
a:F[xJ— E, 
h(x 及 Cr” )， 
Kera> (g(x)). 
于 是 诱导 出 域 的 同 态 
B:F[Lx]/(g(x)—>E, 
(h(x)modg(x))r> 有 Cr ). 
正 为 F[x]/(g(Cx)) 的 子 域 , 并 且 不 难看 出 B|s = 7, 于 是 
B(F) = 7(F) = 下 天 (0) 
从 而 8 不 为 零 同 态 , 即 8 为 域 的 嵌入 , 令 
9p:FCr) SF(x)/(g8(x)) 
为 域 的 自然 同 构 , 则 Be9 :F(a) 一 EE 为 域 的 嵌入 ,并 且 
Beple=7. 

(2) 如 果 a 和 a 是 g(x) 在 巨 中 两 个 不 同 的 根 , 则 由 (1) 的 证 明知 有 媒人 
6:F(r) 一 EE 和 4:F(r)>EE 使 得 Se=5 Ir=7, 并 且 5(7)=a, gr=o ,由 a 
天 c' 知 5 和风 是 不 同 的 嵌入 ,因此 7 扩充 成 5:F(r) 一 EE 的 个 数 恰好 等 于 (x) 在 
EE 中 相 异 根 的 个 数 .证 毕 . 

定理 5 设 7:F>F,7(a)=a, 为 域 的 同 构 ,f(x)E FLx] 为 正 次 数 首 1 多 项 
式 ,E 和 巨 分 别 是 f(x) 和 了 (x) 在 FF 和 F 上 的 分 裂 域 , 则 7 可 扩充 成 域 的 同 构 E 
法 EE. 并 且 设 7 为 这 种 扩充 的 个 数 , 则 1 过 +r 过 [E : Fj. 进 而 车 x) 在 E 中 无 重 
根 , 则 

r=[E : F]. 

证 明 我 们 对 [LE : Fj 归纳 (注意 [LE : Fj 二 ~), 若 LE : Fj]=1, 则 E=FF， 

于 是 
f(x) = (x- rx- r,) € FLx], 
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即 riEF, 从 而 

f(x) = (x -r(x— 7) € Flx], 二 
因此 巨 = 天 ( 疡 ,7n) = 五, 而 了 恰好 有 一 个 扩充 ( 即 7 自身 ). 现 设 [E : F]<N 
时 定理 5 成 立 , 而 令 [E : F]= N 之 2. 这 时 f(x) 在 F[x] 中 有 首 1 不 可 约 因 子 
g(x),degg(x)=m>1, degf(x) =n. 于 是 在 FL[x] 中 (x)| 了 (x), 从 而 在 相应 的 
分 裂 域 中 : 


g(xX)= Ta- ri), f(x) = HG-r), rnE€EpE; 


E(xY= He- )» Fx)'= He )， ri€E. 
令 K= F(r1) .由 于 gC) 为 在 上 的 极 小 多 项 式 ,从 而 


E 
上。 | 乓 :=ml.a3 邮 1 和 并 有 上 个 和 gr 一 
上 各 dx 互 为 了 的 扩充 ,其 中 K 为 ml<ism) 中 相 异 元 素 个 数 , 因 
| | 此 km. 并 且 k=m 久 ri(1 志 i 过 m) 两 两 不 同 . 
[lal 由 分 裂 域 定义 可 知 已 和 巨 分 别 为 J(x) 和 了 (x) 在 K 
F 


和 5i(K) 上 的 分 裂 域 ( 如 图 7 所 示 ). 并 且 
图 7 [E: KJ]=[E: FJ/LK : F]=[E: FJ/m<[LE: F]. 


由 归纳 假设 ,每 个 域 同 构 5;:K 仿 51(K) 均 可 扩充 为 同 构 0:E 字 巨 . 设 这 种 同 构 个 
数 为 4,, 则 1<l<[LE : K]. 这 就 表明 至 少 存在 7 的 一 个 扩充 E 信 E. 当 了 (x) 在 E 
中 无 重 根 时 ,由 归纳 假设 1; = [E : K], 从 而 这 时 7 的 总 扩充 数 为 

3 = k[E : KJ]=[E: KJCK : FJ]=[E : F]. 


而 在 一 般 情形 下 ,扩充 总 数 1 < KLE : K]<<[E: KJCK : F]=[E: Fl 

特别 取 下 = 天，7 为 下 的 恒 等 自 同 构 , 便 得 到 : 

系 1 设 下 为 域 ,f(x) 为 F[x] 中 正 次 数 多 项 式 ,E 和 EE 为 f(x) 在 F 上 的 两 
个 分 裂 域 , 则 共有 m 个 下 同 构 E 衬 E, 其 中 1<m<[E : Fj. 又 车 f(x) 在 EE 中 无 
重 根 , 则 m=[E: F]. 

再 取 = EE 又 得 到 : 

系 2 设 下 为 域 ,f(x) 为 FL[x] 中 正 次 数 多 项 式 ,E 为 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 ， 
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则 |Gal(E/F)|<[LE : Fj, 且 若 f(x) 在 E 中 无 重 根 , 则 |Gal(E/F)|=[E:F]. 

例 6 F=Q, E=Q(5), 5=e”?,p 为 素数 . 则 EE 是 x? 一 1 或 不 可 约 多 项 式 
fx)=x? +xe 2+…+x+l 在 Q 上 的 分 裂 域 ,并 且 f(x) 在 EE 中 无 重 根 ,于 是 
1Gal(E/F)|=[E :Fj=p-1. Q(5) 的 每 个 自 同 构 o 由 它 在 5 上 的 作用 所 完全 
决定 ,由 于 ol(5) 和 《一样 应 为 乘法 p 阶 元 素 , 从 而 o(5)= 5'(1<1<p 一 1). 这 种 
o 共 有 p 一 1 个 可 能 ,从 而 均 应 是 Q(Y) 的 自 同 构 .将 此 自 同 构 记 成 a1, 则 “” 

Gal(Q(H/Q = Aut(Q(5) = {ol|1<1l<p-1). 
由 于 
os 人 5) = ot) = ol(5 = 85= op(5). 
从 而 ccy = cu. 因此 映射 
Gal(Q(C5/Q) 一 (Z 7/PZ)， alhr1(modp) 

为 群 的 同 构 .熟知 (Z/p2Z)" 是 由 gC(modp) 生 成 的 p 一 1 阶乘 法 循环 群 ,其 中 8 是 
模 p 的 一 个 原 根 .于 是 Gal(Q($,)/Q@) 也 是 由 os 生成 的 p -1 阶 循环 群 . 

例 7 设 F=F,(y), 则 f(x) = x? 一 yE€ FLxj 为 不 可 约 多 项 式 . 设 y/? 是 它 
的 一 个 根 , 则 fCx)= (x 一 yY?)?. 因 此 E=F(yY?)=F,(yY?) 为 f(x) 在 F 上 的 分 
裂 域 .但 是 f(x) 只 有 一 个 根 ,从 而 Gal(F, CyY?)/F,(y))={1), 即 |Gal(E/F)|= 
1<p=[E:F]. 


习 题 


1. 求证 代数 封闭 域 必 是 无 限 域 . 

2. 设 =Fs(q 元 有 限 域 ),(n,q)=1,EE 为 x" 一 1 在 FF 上 的 分 裂 域 .求证 
[E : Fj] 等 于 满足 nlq* 一 1 的 最 小 正 整数 大 . 

#3. 设 下 为 域 ,f(xX) 为 F[x] 中 次 多 项 式 ,F 为 f(x) 在 上 的 分 裂 域 . 求 

证 [E : Fjln!. 

4. 设 巨 为 x* 一 1 在 QQ 上 的 分 裂 域 . 问 [E : Q]=? 并 确定 伽 罗 瓦 群 

GalCE/Q) . 

5. 设 E/F 是 域 的 扩张 .如 果 对 每 个 元 素 aEE, aF Fa 在 F 上 均 是 超越 元 
素 , 则 称 E/F 为 纯 超越 扩张 .求证 : 

(1) F(x)/F 是 纯 超越 扩张 

(2) 对 于 任意 域 扩张 E/F, 则 存在 唯一 的 中 间 域 M, 使 得 E/M 为 纯 超越 扩 
张 ,而 M/F 为 代数 扩张 . 
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3.2 可 分 扩张 与 正规 扩张 


我 们 在 前 一 节 看 到 多 项 式 有 重 根 影响 自 同 构 个 数 . 现在 谈 如 何 判别 一 个 多 项 
式 是 否 有 重 根 . 设 为 域 ,f(x) 为 F[x] 中 首 1 多项式 ,degj>1, EE 为 f(x) 在 F 上 
的 一 个 分 裂 域 , 则 

fx) = (mx 一 ro ri€E,ki>1, 
其 中 r,(1<i<s) 彼 此 不 同 .我 们 称 k, 为 根 r; 的 重 数 .车 k; 宇 2, 称 7， 为 fx) 的 
重 根 .k;=1 时 ri 叫 f(x) 的 单 根 .如 果 巨 是 f(x) 在 F 上 的 另 一 个 分 裂 域 ,根据 定 
理 5 可 知 存在 下 - 同 构 $:E 仿 EE, 于 是 
fx) = fx) = Cx — Er x — C7):, blr)E€EE. 

由 于 《为 同 构 ,5(r,)(1<i<s) 是 中 彼此 不 同 的 元 素 .这 就 表明 f(x) 的 重 根 特 
性 与 分 裂 域 的 选取 方式 无 关 , 而 是 (x) 本身 的 特性 .事实 上 ,我 们 有 如 下 的 
定理 : 

定理 1 f(x),F,E 如 上 所 述 , 则 f(x) 在 EE 中 无 重 根 名 在 F[x] 中 (f(x)， 
三 (xz)) =1, 其 中 了 (x) 为 f(x) 的 形式 微 商 ,而 (f,f) 表 示 和 六 的 最 大 公 因 式 . 

注 记 多 项 式 fx) =anx" +an-ix" 1+… +qix+aoE F[x] 的 形式 微 商定 
义 为 

fx) = nax" +n Dax"?+.+2ax+a1e F[x]. 
不 难 直接 验证 , 若 cEE, f(x), g(x)EF[x], 则 
(f+g8) =f +g, (af)’=af’, (fg) = fg+ fe'. 

定理 1 的 证 明 <= 若 aEE 是 f(x) 的 重 根 , 则 f(x)=(x-a)g(x), g(x) 

EELx]. 于 是 
f(x) = 2(x— a)g(x) + (x — a)g’ (x), 

从 而 f(a)= (a)=0: 令 h(x) 为 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 , 则 h(x) If Cx), 
h(x)|f(x), 于 是 hx) 1 ff) ,Bf,f) 1. 

之 着 f(x) 在 E 中 无 重 根 , 则 

f(x) = (x -a(x 一 an)， ai:€EE. 

n=degf，ai(1<i<n) 两 两 相 异 .于 是 
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fla)= TI Cai-a) #0 DSi<n), 


lSj<n 
从 而 在 E[xJ] 中 (f, 了 7)=1, 因 此 在 F[x] 中 也 有 (f,f)=1. 

系 1 设 f(x) 是 FLxj 中 不 可 约 多 项 式 ,degf 之 1. 

(1) 若 下 为 特征 零 域 , 则 f(x) 无 重 根 ; 

(2) 若 下 的 特征 为 素数 p, 则 (x) 有 重 根 兮 存在 gC(x)E F[xj, 使 得 f(x) 
= g(x?). 

证 明 (1) 设 下 特征 为 零 . 若 f(x) 有 重 根 , 则 (f, 扩 ) 取 1. 由 f(x) 不 可 约 即 知 
flf .但 是 degf =degf 一 1, 从 而 f(x) =0, 这 就 与 degf 宇 1 矛盾 .因此 f(x) 无 
重 根 . 

(2) 设 下 的 特征 为 素数 p. 与 前 面 一 样 ,f(x) 有 重 根 推出 f(x) = 0. 令 f(x)= 
co+cix+…+cnt" 则 0= 户 (xz)=cli+2cx+…+icxer+… 和 +ncwxnl. 因 此 
在 FF 中 ,ci 了 0 过 i=0EF=>pli. 从 而 f(x)=cot+cpx?+*…+cipx? = 二 g(x?), 其 
中 g(x)=cotcix+*…*+Cipx!EF[xj. 反 之 ,; 若 f(x)= g(x?), g(x)EFLxj, 则 
f(x)=g'(x?)(x?)’ =g'(x?)*。pxr 1=0, 于 是 (f,f)=f 取 1, 从 而 ff 有 重 根 . 

定义 1 设 F 为 域 ,f(x)E FLx], degf>1. 称 f(x) 为 F 上 (或 FLx] 中 ) 可 分 
多 项 式 ,是 指 (x) 在 FLx] 中 的 每 个 不 可 约 因 式 均 没 有 重 根 . 

例如 ,f(x)=x?-2x+1= 《x1)? 是 Q 上 可 分 多 项 式 ,因为 f(x) 的 不 可 约 因 
子 x-1 没 有 重 根 . 

当下 为 特征 零 域 时 ,由 定理 1 的 系 知道 ,FLxj 中 不 可 约 多 项 式 均 无 重 根 ,所 以 
FLx] 中 每 个 多 项 式 均 是 可 分 的 .当下 的 特征 为 素数 p 时 ,下 面 引 理 表明 FLx] 中 可 
能 存在 不 可 分 多 项 式 . 

引 理 1 设 F 的 特征 为 素数 p,aEF. 则 x? 一 a 或 者 在 FLxj 中 不 可 约 , 或 者 是 
F[xj 中 一 次 多 项 式 的 p 次 早 . 并 且 对 于 前 一 种 情形 ,x? - a 是 F 上 不 可 分 多 项 式 . 

证 明 设 E 为 x* -a 在 F 上 的 分 裂 域 ,bEE 为 x? 一 a 的 一 个 根 , 则 b? =a. 
于 是 在 EL[xj] 中 , x? a= (x 一 b)?. 若 bEF, 则 x? 一 a 为 (x--b)€EF[x] 的 p 次 
第 . 若 b& FF, 则 x? 一 a 在 FLx] 中 不 可 约 .这 是 因为 :车 
x?—-a= f(x)g(x), f,g € Flx], degf >1, degg 二 1， 

则 f(x)= (x b)*€FLx], 1<k<p 一 1. 于 是 f(x) 的 常数 项 + b* 属于 F. 但 是 
b? =a€F,(k,p)=1, 从 而 bE F. 这 与 假设 蔬 盾 .因此 bg 下 时 xz-a 在 F[xz] 
中 不 可 约 .但 是 它 有 重 根 ,从 而 x? - a 便 是 F 上 不 可 分 多 项 式 . 

例 1 F=F,(t)( 有 理 聘 数 域 ). 不 难 证 明 1 不 是 F 中 元 素 的 p 次 备 . 由 引 理 1 
即 知 zx - 1E€ FLxj 是 下 上 不 可 分 多 项 式 . 
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定义 2 域 下 叫 完 全 域 , 是 指 FLx] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 均 可 分 .这 也 相当 于 
说 ,F[x] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 均 无 重 根 . 

特征 零 域 均 是 完全 域 ,而 对 于 特征 p 域 , 则 有 如 下 判别 法 : 

引 理 2 设 下 的 特征 为 素数 p. 令 Fe = {a?|a€EF} (这 是 下 的 子 域 ), 则 下 为 
完全 域 合 下 = F. 

证 明 => 若 严 关 F, 则 有 aeEF- 严 .由 引 理 工 知道 zz- a 在 F 上 不 可 分 ， 
从 而 下 不 是 完全 域 . 

< 若 下 不 是 完全 域 , 则 F[x] 中 存在 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 f(x), 于 是 有 
重 根 .由 定理 1 的 系 知 f(x) = ao + aixe+…+axe .如 果 ai(0 过 i 过 由 ) 均 属于 
Fr ,Bh ai=b?, bi€E F(OOSi<D, 则 f(x)=(bot+ bixte+bixt)?, 与 1(x) 在 F 
上 不 可 约 矛 盾 ,因此 必 有 某 个 a; FF?, 即 F 关 Fr .证 毕 . 

由 引 理 2 知 F,(1) 不 是 完全 域 . 

系 2 有 限 域 均 是 完全 域 . 

证 明 设 F=F，,q=p",n 之 1. 我 们 在 第 2 章 2.7 节 中 证 明了 下 中 元 素 均 
是 x? -x 的 根 ,从 而 对 每 个 aEF,a =ar = (ar )". 于 是 下 = Fr , 即 下 为 完全 域 . 
另 一 种 证 法 是 :FF? ,a > a? 是 域 的 非 零 满 同 态 ,因此 是 域 的 同 构 .于 是 |F| = 
1F?|<<+ %. 但 是 Fr?CF, 从 而 F= Fr. 证 毕 . 

定义 3 设 E/F 为 域 的 代数 扩张 ,aEE. 称 a 在 F 上 可 分 ,是 指 a 为 F[x] 中 
某 个 可 分 多 项 式 的 根 .这 也 相当 于 说 ,a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 f(x) 无 重 根 .( 因 为 极 
小 多 项 式 有 x) 必然 在 FLx] 中 不 可 约 ). 如 果 E 中 每 个 元 素 在 F 上 都 是 可 分 的 , 则 
称 E/F 为 可 分 扩张 . 

由 定义 即 知 ,完全 域 F 的 代数 扩张 均 是 可 分 扩张 .而 FC?)/F,(1) 不 是 可 
分 扩张 ,因为 i? 在 F,(t) 上 不 可 分 . 

下 面 是 可 分 扩张 一 个 重要 特性 . 

定理 2 有 限 可 分 扩张 必 是 单 扩张 . 

证 明 设 E/F 为 有 限 可 分 扩张 . 则 它 是 有 限 生成 扩张 , 即 E= (cl an)， 
若 下 为 有 限 域 , 则 E 亦 为 有 限 域 ,从 而 E/F 必 为 单 扩张 (第 2 章 2.7 节 ). 以 下 设 
下 为 无 限 域 .我 们 对 n 归纳 . 当 n=1 时 定理 显然 成 立 . 设 n=2, 即 E=F(a,P)， 
,BEE, 设 a 和 B 在 F 上 的 极 小 多 项 式 分 别 为 f(x) 和 g(x). 令 为 f(x)g(x) 在 
E 上 的 分 裂 域 , 则 在 E[xJ 中 ， 


f(x)= I(x-a), a=a,aE€rk, 
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gCx) = [T(x-B8), B=B,Berk. 
i=1 


由 于 a 和 B 在 F 上 可 分 ,可 知 a:(1<i<r) 彼 此 不 同 ,Bj(1<j 过 s) 也 彼此 不 同 .于 
是 对 每 一 组 (i,k)(1<i<r, 2<k<s), 方 程 
ai + xBk = al + xB 

在 K 中 恰好 有 一 解 x= (ai 一 a1)/(Bi 一 Bi), 因 此 在 下 中 也 至 多 有 一 解 .由 于 下 是 
无 限 域 ,从 而 存在 cEF, 使 得 

aitcBi¥atch (I<i<r,2<k<s). (x#) 
令 r=al+cBl=a+cBEF(a,PB)=E. 我 们 来 证 明 E=F(r). 显 然 E 二 F(r). 另 
一 方面 ,由 于 g(8)=0, f(r -cB)=f(a)=0, 可 知 多 项 式 g(x) 和 f(r-cx)€ 
F(r)[x] 有 公共 根 x = B, 并 且 由 式 (* ) 可 知 它们 只 有 这 一 个 公共 根 . 从 而 在 
Fr)[xJ 中 (g(x),flr 一 x))=x-B, 即 BEF(r). 因 此 a=+r-cBEF(r). 于 是 
E=F(a,B)CF(r), 即 E=F(r). 这 就 对 n=2 证 明了 定理 . 

现 设 定理 对 n= N 二 2 时 成 立 .如 果 n=N+1, 则 E=F(al,*…,an)(an+1). 
显然 F(a，…,an)/F 是 有 限 可 分 扩张 .由 归纳 假设 ,F(a1，…,an) = F(B), 因 此 
=F(B,an+1). 再 利用 n=2 的 情形 即 知 E/F 为 单 扩 张 .证 毕 . 

关于 可 分 扩张 的 进一步 知识 参见 本 章 后 面 附录 3.2. 现在 谈 什 么 是 正规 扩张 . 

定义 4 代数 扩张 E/F 叫做 正规 扩张 ,是 指 :对 于 F[x] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 
f(x) ,如果 f(x) 在 E 中 有 根 , 则 f(x) 在 E 上 分 裂 ( 即 f(x) 的 全 部 根 均 在 E 中 ,或 
者 说 成 :E 包含 (x) 在 上 的 分 裂 域 ). 

定义 5 设 0Q 是 域 F 的 代数 闭 包 ,o :FQ 为 域 的 嵌入 , 则 c(CF) 与 下 同 构 , 称 
c(CF) 为 下 的 共 斩 域 .类 似 地 ,对 于 cE 下 , 称 cCa) 为 a 的 共 亏 元素 .如 果 K 为 的 
子 域 而 o 为 K- 嵌 入 , 则 称 c(a) 为 a 的 天- 共 斩 元 素 ,c(F) 为 下 的 天 - 共 斩 域 . 

现在 我 们 给 出 正规 扩张 的 几 种 刻画 方式 . 

引 理 3 设 E/F 为 代数 扩张 . 则 下 列 条 件 彼此 等 价 : 

(1) E/F 为 正规 扩张 

(2) EE 为 FLx] 中 某 个 多 项 式 集合 S 的 分 裂 域 ( 其 定义 参见 3.1 节 ,定理 4 后 面 
的 注 记 ) ; 

(3) E 是 正 自 共 思 域 , 即 只 有 EE 为 E 的 F- 共 固 域 ， 

(4) 车 aEE, 则 a 的 每 个 F 共 轿 元 素 均 属于 E. 

证 明 (1) 二 (2) 令 5= {a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 |a EE}, 易 证 E 是 S$ 在 F 上 
的 分 裂 域 . 

(2) 二 (37 设 SSFLx],E 是 5 在 F 上 的 分 裂 域 ,0 为 E 的 代数 闭 包 .对 于 每 个 
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下 向 入 co:E>Q 和 每 个 f(x)E5, 则 f(x)= (x 一 71)…(《x 一 rn),riEEB. 但 是 
fx)EF[Lxj], 从 而 1 
fx) = olf Cx)) = (一 car)) (xz 一 aoCrn)). 
由 于 o 是 单 射 ,可 知 o 为 {ri,…，,rn*} 上 的 置换 .由 于 巨 是 $ 中 所 有 多 项 式 的 所 有 
根 在 F 上 生成 的 域 , 令 这 全 部 根 组 成 的 集合 为 R, 则 o 在 R 上 的 作用 亦 为 R 的 置 
换 .于 是 
ao(E) = o(F(R)) = F(o(R)) = F(R)=E, 

从 而 EE 是 据 自 共 思 域 . 

(3) 一 (4) 对 a€EE, so(a)€Eo(E)=E. 

(4) 过 (1) 设 aEE, f(x) 为 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 ,0 为 E 的 代数 闭 包 . 则 

fx) = (x — r(x—r,), n=a€E,rE€EN(U<i<n). 
对 于 每 个 ,由 3.1 节 引 理 1 的 证 明知 存在 焉 嵌入 oc:EQ 使 得 aCa)=7ri. 由 (4) 
中 假定 知 ol(a)EE, 从 而 ri EE(<i<n), 即 f(x) 在 E 中 分 烈 . 于 是 E/F 为 正 
规 扩张 . 

系 3 设 E/F 为 有 限 扩张 , 则 E/F 为 正规 扩张 含 E 为 FLx] 中 某 一 个 多 项 式 
的 分 裂 域 . 

证 明 之 E/F 为 有 限 生 成 的 ,于 是 E= F(ay,…,an). 设 fi(X) 为 ai 在 F 上 
的 极 小 多 项 式 , 由 E/F 正规 可 知 fi(x) (1<in) 均 在 E 上 分 裂 , 从 而 f(x) = 
户 (xz)… 户 (xz) 在 下 上 分 裂 . 令 M 为 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 , 则 M 导 EE. 另 一 方面 ， 
MF(ai,…,an)=EE, 从 而 M=E, 即 E 是 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 . 

< 由 引 理 3. 

注 记 由 引 理 3 和 它 的 系 可 知 , 若 巨 是 F[x] 中 某 一 多 项 式 (或 某 个 多 项 式 集 
合 ) 的 分 裂 域 , 则 巨 中 每 个 元 素 a 在 下 上 的 极 小 多 项 式 也 均 在 巨 中 分 裂 . 

引 理 4 设 Ei/F(iE 了 ) 均 是 代数 扩张 ,并 且 Ei(iE 1) 均 在 下 的 同一 代数 闭 
包 有 之 中 .如 果 Ei/F(iE 站 均 是 正规 扩张 , 则 (站 Ei)/ 下 也 是 正规 扩张 


证 明 设 a€ 由 Ei, 则 a 属于 每 个 Ei(iE 1), 由 于 Ei/F 正规 ,从 而 a 的 每 个 
F 共 二 元 素 均 属于 Ei, 于 是 属于 站 Ei. 这 就 表明 ( NE )/F 为 正规 扩张 . 


定义 6 设 E/F 为 代数 扩张 ,0 为 已 的 代数 闭 包 , 称 
N= M 


ESM<N 
M/F 正规 


为 EE 在 F 上 的 正规 闭 包 .由 引 理 4 知 N/F 是 正规 扩张 .从 而 NN 即 是 满足 N 二 EE 的 
之 最 小 正规 扩 域 . 如果/F 是 有 限 扩张 ,= Flal,…s,an). 令 fi(X) 为 ai 在 F 
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上 极 小 多 项 式 ,不 难 证 明 , 有 (x)…f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 即 是 下 在 F 上 的 正规 
闭 包 . 
例 2 QC 把 ) 在 Q 上 的 正规 闭 包 为 Q(J2,w) ,其 中 w=e”。 


习 题 


1. 设 下 为 特征 0 域 ,f(x) 为 F[x] 中 正 次 数 首 1 多 项 式 , d(x) =(f, 放 ). 求 
证 :g(x)=f(x)/d(x) 和 f(x) 有 同样 的 根 ,并 且 g《x) 无 重 根 . 

2. 设 下 为 特征 p 域 (p 为 素数 ),f(x) 为 FL[xj] 中 不 可 约 多 项 式 ,求证 :f(xX) 的 
所 有 根 均 有 相同 的 重 数 , 且 这 个 公共 重 数 有 形式 p"(n 之 0). 

3. 设 EE/F 为 可 分 扩张 ,M 为 E/F 的 中 间 域 ,求证 E/M 和 M/F 均 是 可 分 扩 
张 ( 注 :我 们 在 附录 3.2 中 要 证 明 其 逆 命 题 也 成 立 ). 

4. 设 下 为 特征 p 域 (p 为 素数 ),EE/F 为 代数 扩张 .求证 :对 每 个 aEE 均 存在 
整数 n 宇 0, 使 得 a”" 在 F 上 可 分 . 

5. 设 E=Fp(x,y), F=Fp(x?，y?)(p 为 素数 ), 求 证 : 

(1) [E : F]=p?; (2) E/F 不 是 单 扩张 ，(3) 已 / 玉 有 无 限 多 个 中 间 域 ， 

6. (1) 若 巨 /下 为 代数 扩张 ,下 为 完全 域 , 则 EE 也 为 完全 域 ; 

(2) 若 E/F 为 有 限 扩张 ,EE 为 完全 域 , 则 下 也 为 完全 域 ; 

(3) 车 E/F 为 有 限 生成 扩张 或 者 E/F 为 代数 扩张 (不 必 为 有 限 扩张 ), 问 (2) 
中 结论 是 否 成 立 ? 

7. 设 巨 =QCa), 其 中 oa+oz 一 2a-1=0, 求 证 : 

(1) a? -2 也 是 xza+x2z 一 2x-1=0 的 根 ; 

(2) E/Q 是 正规 扩张 . 

8. 设 E/F 和 K/F 均 是 正规 扩张 ,求证 EK/F 也 是 正规 扩张 ， 

9. 域 的 二 次 扩张 E/F( 即 [E : F]=2) 必 是 正规 扩张 . 试 确定 二 次 扩张 的 佑 罗 
瓦 群 . 
10. (1) 如 果 E/M 和 M/F 均 是 域 的 正规 扩张 ,试问 E/ 下 是 否 一 定 为 正规 扩张 ? 
(2) 如 果 E/F 是 正规 扩张 ,M 是 它们 的 中 间 域 ,试问 E/M 和 M/F 是 否 一 定 
为 正规 扩张 ? 

x 11. 设 EE/F 为 代数 扩张 .求证 :E/F 为 正规 扩张 全 对 于 FLx] 中 任意 不 可 约 
多 项 式 f(x), f(x) 在 EL[xj 中 的 所 有 不 可 约 因 子 均 有 相 闻 的 次 数 . 
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3.3 ”人 徊 罗 瓦 扩张 ,基本 定理 


现在 开始 介绍 域 的 伽 罗 瓦 理论 ,这 个 理论 的 核心 是 域 的 扩张 已 /下 及 其 与 伽 罗 
瓦 群 GalCE/E) 的 关系 .在 本 书 中 我 们 只 限于 谈 有 限 扩张 的 伽 罗 瓦 理论 ， 
设 E/ 焉 是 域 的 扩张 ,Gal(E/F) 是 其 伽 罗 瓦 群 , 即 
Gal(E/F) = { 域 自 同 构 o:E 祝 E | ola) = a 对 每 个 a E FF) . 
另 一 方面 , 设 巨 为 域 ,G 为 Aut(E) 的 子 群 ,定义 
Inv(G) = {a € E|o(a) = a, 对 每 个 s € G)， 
这 是 EE 的 子 域 ,叫做 是 已 的 G- 固 定子 域 .于 是 我 们 有 两 个 映射 
Inv: {Aut(E) 的 子 群 } 一 {EE 的 子 域 }， 
GmInv(G); 
Gal(E/):{E 的 子 域 ) 一 {Aut(E) 的 子 群 )， 
下 -~Gal(CE/F). 
这 两 个 映射 有 如 下 性 质 : 
引 理 1 设 E 为 域 ,G,Gi,G, 为 Aut(E) 的 子 群 . 则 
(1) CISG: SInv(G1) DInv(G,), 
FiCF: SGal(E/F)DGal(E/F,); 
(2) InveGal(E/)(F)=Inv(Gal(E/F))EF, 
Gal(E/)°Inv(G)= Gal(E/InvG)2G; 
(3) Gal(E/)°Inve Gal(E/)(F)= Gal(E/F), 
InveGal(E/)°Inv(G)= Inv(G). 
证 明 (1) 和 (2) 由 定义 直接 得 出 . 现 证 (3). 由 (2) 我 们 有 
[Inv。Gal(E/)](InvCc)) > Inv(G); 


另 一 方面 因为 
Gal(E/)» Inv(G)> 6G, 
从 而 由 (1) 又 有 
Invy。(Gal(E/)。InvCC)) ES InvCG). 
因此 
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Inv。Gal(E/) » Inv(G) = Inv(G). 
同样 可 证 另 一 公式 . 
引 理 2 (1) 设 E/F 为 有 限 扩 张 . 则 
|Gal(E/F)|<[E : F]; 
(2)(Artin) 设 巨 为 域 ,G 是 Aut(E) 的 有 限 子 群 ,F=Inv(G), 则 
[E: FJ]<IGI|. 

证 明 (1) 邻 E=F《al,…,an),0 为 EE 的 代数 闭 包 .由 3.1 节 引 理 1 可知 下- 
嵌入 F(a1) 一 0 的 个 数 三 [F(a1) : Fj, 每 个 下 岩 入 og: F(a1) 一 0 扩充 成 嵌入 
F(aiyaz)>Q 的 个 数 全 [F(arsaz) : F(azs)]，…, 于 是 正 谋 入 E=F(ai, ,an) 
一 人 的 个 数 坟 [Far) : Fj[F(a,az) : F(a)][E : F(a an1)] = 
[E : Fj], 特 别 更 有 |Gal(E/F)|<[E : F]. 

(2) 令 n=|1G|. 对 m 二 n, 我 们 只 需 证 EE 中 任意 m 个 元 素 山 ，… ,Um 必然 下 
线性 相关 . 记 G={ 胃 ,…，7,) ,=1 为 世 的 恒 等 自 同 构 .由 于 m 之 ,从 而 域 巨 
上 关于 xl，…Xm 的 线性 方程 组 


Dupdx=0 dS<i<n) (x) 
i=1 


有 非 平凡 解 (bi，…，,bm) 尖 (0,…,0). 设 (b1，…,b,) 是 方程 组 (x ) 所 有 非 平凡 解 
中 非 零 分 量 个 数 最 少 的 一 个 解 ,bj EEE(1 过 j 达 m). 必 要 时 将 uj 和 xj 的 下 标 作 和 
当 的 置换 ,不 妨 设 bi 隆 0. 由 于 (1,bi1bs。，,…,bi1b,) 也 是 方程 组 ( x ) 的 解 ,因此 又 
不 妨 设 bi =1. 如 果 bj(1 志 j 志 m) 均 属于 下 , 则 由 (x ) 中 第 一 个 方程 


Dubj=0 (b= 
I 
即 知 Uj(1<j 忆 m) 是 已 线性 相关 的 ,从 而 完成 了 证 明 .现在 用 反 证 法 证 明 bj EF 
(2<j 和 mm) :假如 有 bj 下, 不 妨 设 b=Inv(G), 于 是 有 k(2 之 k 壹 m) 使 得 
We (bs) 闫 ba. 将 方程 组 (x ) 作 用 7 则 为 
DA uD nb) = 0 di<n. 


11 
由 于 G 为 群 ,(W ,TeVn) 为 {四 ，…，7s) 的 置换 ,从 而 


TCDmkCb) =0 I<i<n). 
1 


人 
这 表明 (1= Je (bi) ,De《bz),…， Wk(bm)) 也 是 (x ) 的 解 .于 是 (0, bs 一 (bs)， 
sbm 一 VCbm)) 也 是 (x* ) 的 解 .由 bz 天 了 (bz) 知 这 是 非 平 凡 解 ,但 此 解 非 零 分 
量 个 数 比 (1, pa，…，,bm) 中 非 零 分 量 个 数 要 小 ,这 就 导致 矛盾 ,从 而 完成 了 证 明 . 
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从 上 述 两 个 引 理 我 们 可 提出 一 系列 问题 : (1) 对 于 有 限 扩张 E/F, 何 时 
1Gal(E/F)|=[E : FJ? (2) 设 G 为 Aut(E) 的 有 限 子 群 ,F = Inv(G), 何 时 
1G1=[E: FJ? (3) 映射 Inv 和 Gal(E/) 在 何 种 情况 下 是 互 着 的 ? 伽 罗 瓦 理论 
是 说 :对 于 一 类 特殊 的 域 扩张 ,上 述 问题 均 有 很 好 的 答案 ,这 种 特殊 的 扩张 就 叫做 
是 伽 罗 瓦 扩张 . 

定义 ” 域 的 可 分 正规 扩张 叫做 是 伽 罗 瓦 扩张 . 域 的 有 限 可 分 正规 扩张 叫做 是 
有 限 伽 罗 瓦 扩张 .本 讲义 只 谈 有 限 伤 罗 瓦 扩 张 . 

注 记 (1) 我 们 只 对 代数 扩张 才 定义 正规 性 和 可 分 性 ,因此 伽 罗 瓦 扩张 均 是 
代数 扩张 . 

52) 当 为 完全 域 时 ,F 的 正规 扩张 即 是 伽 罗 瓦 扩张 .例如 :QCG3E,w)/Q 是 可 
分 扩张 (由 于 Q 为 完全 域 ,其 中 w=e), 又 是 正规 扩张 (因为 QC,w) 是 x3 -2 在 
Q 上 的 分 裂 域 ), 于 是 为 伽 罗 瓦 扩张 .QCyZ)/Q 可 分 但 不 正规 ,FC107)/F, (1) 正 
规 但 不 可 分 ,从 而 均 不 是 伽 罗 瓦 扩张 . 

现在 给 出 有 限 伽 罗 瓦 扩张 几 种 不 同 刻 画 方式 . 

定理 1 设 E/F 为 域 的 仰 罗 瓦 扩张 , 则 下 面 三 个 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) E/F 是 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ; 

(2) EE 是 FLx] 中 某 个 可 分 多 项 式 在 已 上 的 分 裂 域 ; 

(3) 存在 Aut(E) 的 有 限 子 群 G, 使 得 FF= Inv(G). 

进而 , 当 (1) 成 立时 , 令 G=Gal(E/F), 则 =Inv(G). 于 是 

|Gal(E/F)|=[E: F]. 
而 当 (3) 成 立时 , 即 = Inv(G) 时 , 则 G=Gal(E/F). 

证 明 (1)=>(2) 由 于 E/F 是 有 限 可 分 扩张 ,从 而 是 单 扩张 ,E = F(a). 令 & 
在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 1(x), 由 于 a 为 F 上 可 分 元 素 , 从 而 f(x) 是 FLx] 中 可 分 
多 项 式 .由 于 E/F 正规 可 知已 包含 fx) 在 上 的 分 裂 域 ,于 是 也 就 是 F[x] 中 
可 分 多 项 式 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 .最 后 ,由 3.1 节 定理 5 的 系 2 即 知 

| Gal(E/F) |= [E: F]. 

52) 一 (3) 设 巨 是 FLx] 中 可 分 多 项 式 fx) 在 已 上 的 分 裂 域 , 则 E/F 为 有 限 
扩张 . 令 G=Gal(E/F), 由 3.1 节 定 理 5 的 系 2 知道 |G|=[E: Fj, 从 而 G 为 
Aut(E) 的 有 限 子 群 . 令 F'=Inv(G), 则 EF 二 F, 于 是 EE 也 是 f(x) 在 F 上 的 分 
裂 域 .由 于 f(x) 无 重 根 ,由 3.1 节 定理 5 的 系 2， 

|Gal(E/F’)|=[E: F']. 
但 是 
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Gal(E/F’) = Gal(E/) 。Inv(Gal(E/F)) = Gal(E/F) = G, 
于 是 


[E:F’]=|Gal(E/F)|=|G|=[E:F], 
再 由 FF' 宇 F 即 知 F'=F, 即 F=Inv(G), 而 G 为 Aut(E) 的 有 限 子 群 . 
(3) 一 (1) 设 G 为 Aut(E) 的 有 限 子 群 ,F= Inv(G), 由 [E : F<| G1 可知 
E/F 为 有 限 扩张 . 设 a€E,f(x) 为 a 在 忆 上 的 极 小 多 项 式 . 令 {r = ayr2,… rm) 
为 a 在 G 中 元 素 作用 下 得 到 的 全 部 像 元 素 , 则 r; EE 且 两 两 不 同 . 令 


g(x) = [[ (x -7), 
i=1 


对 每 个 a€G, f(a(a))=of(a)= ol0)=0, 这 表明 ri(1<i<<m) 均 为 f(x) 的 根 ， 
从 而 gCx) 1f(x). 又 由 于 a 作用 在 {ri，…,r) 上 为 置换 ,从 而 


ol(g(x)) = He 一 caCrD) = Hc -ri = g(x). 


于 是 g(x) 的 诸 系数 均 属于 Inv(G) = =F, 即 gx) EF[x]j. 但 是 f(x) 为 FLx] 中 不 
可 约 多 项 式 而 g(x)|f(x) ,从 而 

BX) = f(x) = (一 rz 一 rn). 
由 于 六 两 两 不 同 ,从 而 f(x) 是 F[x] 中 可 分 多 项 式 .于 是 E 中 元 素 a 在 F 上 均 是 
可 分 的 ,从 而 E/F 为 可 分 扩张 .进而 ,由 于 ri EE(1<i<m), 从 而 f(x) 在 E 上 分 
裂 . 也 就 是 说 ,每 个 FLx] 中 不 可 约 多 项 式 fx) 若 在 EE 中 有 根 a, 则 必 在 EE 上 分 裂 ， 
于 是 E/F 为 正规 扩张 .从 而 E/F 是 有 限 件 罗 瓦 扩 张 .于 是 

Gal(E/F) = Gal(E/Inv(G)) > G6, 


从 而 
[E: F]=|Gal(E/F)|>|G|>[E : F], 
所 以 
Gal(E/F) = G. 
系 若 下/ 忆 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,M 为 E/F 的 中 间 域 , 则 E/M 也 是 有 限 伽 罗 
瓦 扩张 . 


证 明 ”由 定理 1 的 (2) 即 知 . 
定理 2( 基 本 定理 ) 设 下 /下 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,G = Gal(E/F),P={G 的 全 
体 子 群 }),5={E/F 的 全 体 中 间 域 (包含 E 和 F)}. 则 
(1) Inv:T> 和 Gal(E/):3>TT 是 互 逆 映 射 ,从 而 给 出 集合 5 与 下 之 间 的 
反 序 一 一 对 应 ; 
(2) 设 Hi, HiET, Mi=Inv(H) (i=1,2), 则 
Inv(Hi U H;) = Mi NN M;, 
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Inv(Hi NM H;2) = MiM2， 
其 中 Hi1U HH; 为 由 Hl 和 HH; 生成 的 G 之 子 群 ,Mi Mz 表示 域 的 合成 ; 
(3) 令 HET 对 应 于 ME5( 即 Inv(H)=M, H=Gal(E/M)). 则 [E : M]= 
1Hi, [M : Fj]=|1G/H|( 如 图 8 所 示 ); 
E 中 (= Gal(E/E)) 
(InviW=)M HC(= Gal(E/M)) 
F GC=Gal(E/F)) 
图 8 


(4) 妃 为 G 的 正规 子 群 合 M/F 为 伽 罗 瓦 扩 张 .并 且 在 这 种 情况 下 Gal(M/ 
PG/H. 

证 明 (1) 当 MES 时 ,由 于 E/M 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,从 而 由 定理 1 的 后 半 
部 分 知 M= Inv(Gal(E/M)). 同 样 地 ,车 HETT, 则 E/Inv( 瑟 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 
并 且 


Gal(E/) «Inv(H) = H. 
因此 Inv 和 Gal(E/) 为 集合 本 与 之 间 互 逆 映 射 ,从 而 均 为 一 一 对 应 ,而 反 序 性 
可 由 引 理 1 的 (1) 得 . 
(2) 由 反 序 性 可 知 : Hi U H; 为 同时 包含 Hl 和 Hi 的 最 小 子 群 , 它 应 当 对 应 
于 同时 包含 在 M! 和 M 之 中 的 最 大 子 域 , 即 对 应 于 Mi 门 M:. 类 似 可 证 明 另 
(3) 显然 . 
(4) 若 M=Inv(H), 则 对 cE€EG， 
Inv(oHo ')= {a € El|cho (a) = a, 对 每 个 h€ H} 
={a€EE|ho!'(a) = o 1(a), 对 每 个 h€ H} 
= {a(a) EE|h(a) = a, 对 每 个 h€ H)} 
= ol(M). 
即 五 的 共 印 子 群 cHz 一 对 应 于 M 的 共 堪 域 o(M) ,因此 
瑟 为 G 的 正规 子 群 后 cm := 万 (对 每 个 cEG) 
仿 cCM) = M( 对 每 个 cE G). (x *) 
令 0 为 E 的 代数 闭 包 ,从 而 也 是 M 和 F 的 代数 闭 包 , 设 tr:M 一 0Q 为 已 嵌 入 ， 
则 可 扩充 成 正 柑 和 人 oc:E~Q. 由 于 E/F 正规 ,因此 o(E)=E, 即 
ce Gal(E/F) = G. 
于 是 车 式 ( * * ) 右 边 成 立 , 则 r(M) = cCM) = M, 即 M 为 严 自 共 斩 域 , 即 M/F 为 
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正规 扩张 . 另 一 方面 ,由 于 E/F 可 分 ,从 而 M/F 也 可 分 ,于 是 M/F 是 伽 罗 瓦 扩 
张 .反之 若 M/F 为 伽 罗 瓦 扩 张 ,对 每 个 cE G, clw 为 M 到 9 中 的 严 嵌 和 人 ,由 于 
M/F 正规 可 知 oC(M)=M. 
最 后 ,如 果 式 ( * * ) 右 边 条 件 成 立 , 作 映射 
9:Gal(E/F) -> Gal(M/F)， arclw 

(由 vcCM) = M 可 知 olw€Gal(M/F)), 这 是 群 的 同 态 ,并 且 

o € Ker9p 台 cjw 为 M 的 恒 等 自 同 构 

Oo € Gal(E/M), 


上 
Ker? = Gal(E/M). 
于 是 诱导 出 群 的 单 同 态 
:Gal(E/F)/Gal(E/M) — Gal(M/F). 
但 是 
|Gal(E/F)/Gal(E/M)| -=| 恒生 =[m : F] 
=|Gal(M/F)|, 
从 而 有 群 同 构 


Gal(M/F) Gal(E/F)/Gal(E/M) = G/H. 
以 上 便 是 域 的 伤 罗 瓦 理论 中 的 基本 定理 .这 个 理论 由 伽 罗 瓦 于 1830 年 前 后 发 
现 ,1894 年 戴 德 金 在 为 狄 里 克 雷 (Dirichlet) 数 论 教程 ) 一 书 作 的 第 11 个 附录 中 对 
这 一 理论 作 了 系统 阐述 ,并 且 更 强调 域 论 侧面 .1948 年 阿 廷 所 写 伽 罗 瓦 理论 讲义 
成 为 后 人 的 样板 .我 们 在 下 节 讲 述 方程 的 伽 罗 瓦 群 , 它 更 接近 于 伽 罗 瓦 的 原始 想 
法 .在 这 之 前 让 我 们 举 一 些 例子 . 
例 1 E=Q(W2,V3),E 是 (x? 一 2)(x? 一 3) 在 Q 上 的 分 裂 域 ,从 而 E/Q 为 有 
限 伽 罗 瓦 扩张 . 易 证 V3E QW2), 因 此 [E : Q]=[QW2,W3) : QW2)J[QW2) : Q] 
=4, 从 而 |Gal(E/Q)| =4. G = Gal(E/Q?) 中 每 个 自 同 构 o 由 它 在 V2 和 V3 上 作用 
完全 决定 ,由 于 cCV2) = +V2, cCV3) = 土 V3, 从 而 G 中 四 个 元 素 可 列 成 表 2. 于 是 
G=(o1,021of=03=1, oa102 = o201), 即 为 两 个 2 元 群 的 直 积 . G 有 三 个 2 阶 子 
群 ,分 别 由 01,0s 和 oacs 所 生成 .由 G 的 全 部 子 群 我 们 得 到 E/Q 的 全 部 中 间 域 . 
例如 子 群 (o10s) 对 应 中 间 域 Q(W6) ,这 是 因为 
G102 (6) = a102(W3) » oa102 (V2) 
= (-Y3)(-V2) = V6, 


。149 。 


近世 代数 引 论 CO OO 


从 而 
QWE) S Inv((a102)), 
但 是 
[mv(ooz) : QJ=[G: (0102)]=2=[QW6) : Q], 
所 以 
Q(6) = Inv((o10,)). 
整个 子 群 和 中 间 域 对 应 关系 可 绘 成 图 9. 
( 域 ) ( 群 ) 
E=QV23) {1} 


人 Ne 


QQ2) QV) QQ3) (oy {gvon) ayy 


Q G 
图 9 
E/Q 应 当 为 单 扩 张 .考虑 元 素 /2 +V3, 它 在 G 的 作用 下 共有 四 个 共 示 元 素 : 
+Y2+V3, 因 此 V5+V3 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 
CG-VZ-V3)(r+VZ-V3)(xz -VE + Cx + VD +Y3) 
= (x +5+2V6) (x +5-2V6) 
= xt+10x?+1, 
从 而 
[QW2+V3) : QJ]=4. 
但 是 
EQW2+Y3),  [E:Q]=4, 
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因此 
E = QW2 +V3). 

例 2 下 =QG5,w),o=esas, 巨 为 如 -2 在 Q 上 的 分 裂 域 ,因此 E/Q 为 伽 

罗 瓦 扩张 ,并 且 [E : Q] = 6. (一 方面 ， 
[E:Q=[QGz,o) :QCo)][QCo) : QJ<3 .2=6; 
另 一 方面 ， 
2=[Q(w) :QI[E:Q， 3=[QY2) :QILE : Q]. 

于 是 6|[E : Qj, 即 [E : QJ]>6. 从 而 LE : Qj]=6) 

G = Gal(E/Q) 中 六 个 元 素 由 在 迷 2 和 w 上 的 作用 所 完全 决定 ,但 是 对 cE G， 
(和 ) = 并 , 并 w 或 炬 wz ,coCo) = w 或 w2 ,于 是 G 中 六 个 元 素 列 成 表 3. 


表 3 


Casas) 
(a1aza3) 
(aia2) 
(qaza3) 
(aaas) 


由 最 后 一 列 G 的 置换 表示 ,可 知 G 同 构 于 x* -2 的 三 个 根 a1,az,as 的 对 称 
群 8s. 它 的 全 部 子 群 以 及 对 应 的 中 间 域 如 图 10 所 示 . 其 中 交错 群 A 是 8s 的 正规 


YI NS 
人 ((@03)) 


QV) / QQ QQ 《cc 


Sy 
图 10 


子 群 ,从 而 QCo)/Q 为 伽 罗 瓦 扩 张 . 人 (aiaz)),((asas)? 和 (Calas)) 为 G 的 三 个 共 
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辑 子 群 ,对 应 QQy2w?),QG95w) 和 Q(32) 是 彼此 共 酌 的 二 个 域 ， 最 后 , E/Q 是 单 扩 
张 ,E=Q(w+35). 
例 3( 分 圆 域 ) 设 p 为 奇 素数 ,n 宇 1, 5 = 和 = BE=Q(C5) 为 xm -1 的 
分 裂 域 ,从 而 E/Q 为 伽 罗 瓦 扩 张 . 为 
fx)= (xz -1)/Cxer -1) 
= XCP-DP 十 XCP-2p51 十 十 xr" 
的 根 , 令 g(x)=f(x+]), 则 
g(x) = Ce) el = x 
(x+1D)r 1 xp 
换 句 话说 ,多 项 式 g(x) EZ[x] 展 成 x 的 多 项 式 之 后 , 除 首 项 系数 为 1 外 其 余 系数 
均 为 p 的 倍数 .又 由 于 8(0) =f(1) = p. 从 而 g(x) 的 常数 项 8(0) 不 为 p? 的 倍数 . 
由 爱 森 斯 坦 判 别 法 可 知 g(x) 是 Q[Lx]J 中 不 可 约 多 项 式 ,从 而 f(x) 也 是 .所 以 f(x) 
是 “在 Q 上 的 极 小 多 项 式 ,而 [天 : Q=9(P")=(P-1)p":!. 像 3.1 节 定理 5 系 
2 后 面 的 例 1 所 作 的 那样 ,可 知 G =Gal(CE/Q) 同 构 于 (Z/p"Z)" ,从 而 Gal(E/Q) 
是 pCp") 阶 循环 群 .例如 对 p" =9, 则 QC5s)/Q 的 伽 罗 瓦 群 是 由 o 生成 的 6 阶 循 
环 群 ,其 中 ol $5,) = 器 ,(2 为 模 9 的 原 根 ). 于 是 子 群 和 中 间 域 的 对 应 如 图 11 所 示 . 


的 


T = xD (modp). 


QE,) (D 
2 3 
QT 二 如) QErE+b) (om) 《(o?》 
Q G=(0) 
图 11 


例 4 有 限 域 Fa(q = p”,m 之 1) 的 每 个 有 限 扩张 均 是 有 限 域 For (7 过 1). 由 
于 Fo 是 x” -x 在 F。 上 的 分 裂 域 ,因此 有 限 域 的 有 限 扩张 均 是 仰 罗 瓦 扩张 . 

例 5 设 K 为 域 ,E=K(xi,…,x,) 是 域 K 上 关于 文字 x ,…,x, 的 有 理 函 
数 域 . ,… ,x 的 初等 对 称 函数 是 


a 
m= 2 Xs 
1=1 
pz:= » XiXj, 
lsi<j<n 
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了 = XiX2°"Xn. 
令 下 = 天 (Di,…，,pn). 由 于 巨 是 fx) = 六 一 Pixe-1+…t+( 一 1)"Pa 二 (X 一 2 
(x 一 x,) 在 FF 上 的 分 裂 域 ;而 fx) 的 根 x1，,…,x， 彼此 相 异 ,从 而 E/F 为 有 限 伽 
罗 瓦 扩张 .我 们 来 确定 G = Gal(E/F). 以 S, 表示 {x1，,…,xn} 的 对 称 群 .对 于 o 
ED 


xxn) EKCrxn) = E 

( 即 fx，,…,xn) 是 有 理 函 数 ), 定 义 
olf Cx, xn)) = floCx1) ,so xn)), 

易 知 cE Aut(E). 由 于 Pi,…, pn 是 Xx1，…,xn 的 对 称 函 数 ,从 而 opi) = pi 
(1 过 i 过 nn). 于 是 oc€G=Gal(E/F). 于 是 Sn 成 为 G 的 子 群 .但 是 |5,|=n! ,而 
EE 是 n 次 多 项 式 /(x) 在 F 上 的 分 裂 域 ,从 而 |G|=[E : Fj<n! 这 就 表明 G 
=S,. 

这 里 我 们 顺便 证 明了 K (pi,…, pa) =F=Inv(S,). 换 句 话说 ,K (xi,*…，,Xn) 
中 关于 xi，,…,x 对 称 的 有 理 函数 必然 是 Pi ，…,Pw 的 有 理 函数 . 


习 题 


1. 设 EE=Q(2W3,u),u?=(9-5V3)(2 一 V2). 求 证 E/Q 是 合 罗 瓦 扩张 ,并 
确定 伯 罗 瓦 群 Gal(E/Q). 

2. 设 巨 =CCt)( 有 理 函 数 域 ) ,ayrEGal(E/C) ,其 中 at) = wt,w= Ee， 
T(1)=171 而 C 为 复数 域 .求证 : 

(1) r 和 a 生成 的 群 Hs 是 Gal(E/C) 的 6 阶 子 群 

(2) Inv(H)= C(t +173). 

3. 设 域 的 特征 为 素数 p,oEG=Gal(F(x)/F), 其 中 o(x)=x+1. 令 H 
为 由 oa 生成 的 G 的 子 群 ,求证 | 及 | = p; 试 问 Inv(H)=? 

4. 设 域 下 的 特征 为 素数 局 ,aE 下 .求证 : 

(1) xz 一 X 一 Q& 为 F[z] 中 不 可 约 多 项 式 久 不 存在 CEF, 使 得 a=c? 一 cs; 

(2) 如 果 x? 一 x 一 a 在 FLx] 中 不 可 约 , 令 a 为 x? 一 x 一 a 的 一 个 根 . 则 FCa)/F 
为 佑 罗 瓦 扩张 . 试 确定 佑 罗 瓦 群 Gal(F(a)/F). 

x5. 设 工 和 MM 均 是 域 E 的 子 域 .求证 :如 果 上 L/L 们 M 为 有 限 伽 罗 瓦 扩 张 , 则 
LM/M 也 为 有 限 佑 罗 瓦 扩张 ,并 且 
Gal(LM/M) = Gal(L/L N M). 
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x6. 设 区 /F 为 有 限 佑 罗 瓦 扩张 ,N 和 人 M 为 中 间 域 ,已 己 N 二 M 二 下 ,并 且 N 是 
M 在 FF 上 的 正规 闭 包 .求证 
Gal(E/N) = TY osGal(E/M)o!. 
oEGalCE/F) 


7. 设 巨 为 x* 一 2 在 QQ 上 的 分 裂 域 . 
(1) 试 求 出 E/Q 的 全 部 中 间 域 ; 
(2) 试问 哪些 中 间 域 是 Q 的 伯 罗 瓦 扩张 ? 哪些 域 彼此 共 较 ? 
8.5 了 =e 和 ,求证 Q(8)/Q 是 仰 罗 瓦 扩张 ,并 求 G=Gal(QC5)/Q, 列 出 G 的 全 
部 子 群 和 它们 对 应 的 QC5)/Q 的 中 间 域 . 
9. 对 《= e293 做 习题 8 中 的 事情 . 
* 10. 设 nn 为 大 于 2 的 整数 ,$= esa",R 为 实数 域 ,求证 Q(5,) 由 R= 
QE + 611) 
*11. 设 pp 为 奇 素数 ,求证 :QC$,) 有 了 唯一 的 二 次 子 域 K( 即 KK 为 Q(5,) 的 子 域 
并 且 [K : Q]=2), 进 而 ,K 是 实 二 次 域 ( 蚀 KSCR) 咏 p= 二 1(mod4). 
*12. 设 已/ 下 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,如 果 对 任 一 域 KC(F 生 KCSE),K 对 下 均 有 相 
同 的 扩张 次 数 [K : F], 则 [E : F]=p. 
13. (1) 证 明 QQWZ,V3,V5)/Q 是 伽 罗 瓦 扩张 ,并 求 此 扩张 的 伽 罗 瓦 群 ， 
(2) 求 元 素 V6+ VI0+ V15 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 ; 
(3) 求证 /6EQW6+ V10+ V15); 
(4) 求 V2+Y3 在 Q(W6+ V10+ V15) 上 的 极 小 多 项 式 . 


3.4 方程 的 伽 罗 瓦 群 


定义 设 丰 为 域 ,f(x)€E FLx], degf(x) 宇 1,E 为 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 .我 
们 已 经 知道 Gal(E/F) 与 分 裂 域 E 的 选取 无 关 , 而 是 fx) 入 的 特性 , 称 作 是 多 
项 式 有 (x) 或 方程 f(x) =0 在 域 上 的 徊 罗 瓦 群 ,表示 成 Gal(f) = Gal(f,F). 

记 

f(x) = (x-r)x-r), rEE, E= Flris, rn), 
则 每 个 a€ Gal( 了 ) 为 {r;,…,r,} 上 的 置换 ,并 且 o 由 这 个 置换 所 唯一 确定 . 因此 也 
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可 把 Gal( 了 ) 看 成 是 (ri，,…,r,) 的 对 称 群 S* 的 子 群 ,参见 前 节 末尾 的 例 2 和 例 5. 
我 们 再 给 出 两 个 例子 . 

例 1 设 F 为 域 ,n 为 任意 大 于 2 的 整数 . F 的 特征 为 0 或 者 为 素数 p1n. 设 
巨 为 xz 一 1 在 F 上 的 分 裂 域 .由 对 下 特征 的 假设 可 知 x" 一 1 为 可 分 多 项 式 , 从 而 
尼 /F 为 伽 罗 瓦 扩张 . 设 0 为 E 的 代数 闭 包 ,而 0 中 存在 元 素 5 = 5, ,其 乘法 阶 为 
n. 这 是 因为 , 令 n= pi…p;” 是 的 素 因子 分 解 式 ,其 中 p;,…,p, 为 彼此 不 同 的 
素数 ,si 宇 1(1<i<<7), 则 方程 


(xp — D/Cxer DD) = x PDP + x DP + eet 二 1 
在 2 中 有 根 $,;, 它 的 乘法 阶 为 pi, 而 
t= I, 
=l 


的 乘法 阶 为 n, 于 是 x" 一 1= (x 一 D(x- 耻 (x 一 56)…(x 一 54"), 从 而 E=F(1， 
bo,b6" 1)=F(5).Gal(E/F) 中 每 个 元 素 o 由 在 《上 的 作用 所 决定 .由 于 oC(5) 
也 为 乘法 n 阶 元 素 , 从 而 c(5) = 41',(1,n)=1. 我 们 将 此 自 同 构 记 为 ci ,从 而 得 到 
群 的 单 同 态 : 

Gal(E/F)— (Z/nZ)  ， 

alih= l(mod n). 

换 句 话说 ,Gal(E/F) 是 (Z/n2Z)* 的 子 群 ,从 而 是 有 限 阿 贝 尔 群 .于 是 f(x) = x" 一 
1 在 下 上 的 伽 罗 瓦 群 Gal(f) 是 根 集合 {1,5,5?,…, 5" )}》 上 置换 群 5 的 一 个 阿 贝 
尔 子 群 .Gal(/) 中 每 个 元 素 o 看 作 {1, 5,…,5"!} 上 的 置换 有 形式 :o (51)= 名 
(0<i<n-1), 其 中 /为 与 n 互 素 的 整数 . 注意 Gal (E/F) 不 必 为 整个 群 
(Z/nZ)" .比如 当 5EF 时 ,E=F, 从 而 Gal(E/F) 只 是 一 元 群 . 

例 2 设 x" 一 1 在 域 F 上 分 裂 , 并 且 根 1,5,…,5"-!1EF 两 两 相 异 .a€F, EE 
为 x" -a 在 F 上 的 分 裂 域 . 令 bEE 为 x" 一 a 的 一 个 根 , 则 x" -a 在 E 中 有 nn 个 
不 同 的 根 b,b5,…,b5"!, 因 此 E/F 为 伽 罗 瓦 扩张 并 且 巨 = F(b)，Gal(E/F) 中 
每 个 元 素 o 将 b 映 成 它 的 FF 共 思 元 素 bs' ,将 这 个 o 记 成 o;, 则 因为 $iEF, 从 而 

oi(b5i) = oi(b) Ei= bg 
设 oi,o4 为 Gal(E/F) 中 两 个 自 同 构 , 则 
aiok(b) = oi(bb*) = blk = ok(b)， 
因此 我 们 得 到 群 的 单 同 态 
Gal(E/F) ~>Z /nZ (右边 为 加 法 群 ). 


oi ri(modn), 
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于 是 Gal(E/F) 为 加 法 群 Z/nZ 的 子 群 .因此 是 循环 群 ,并 且 |Gal(E/F)| 除 尽 n. 

一 般 地 , 设 E/F 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,如 果 Gal(E/F) 为 阿 贝尔 群 , 则 称 已 /下 
为 阿 贝尔 扩张 .如 果 Gal(E/F) 为 循环 群 , 则 称 E/F 为 循环 扩张 . 例 1 中 EE/F 为 阿 
贝尔 扩张 ,而 例 2 中 E/F 为 循环 扩张 . 

引 理 1 设 域 下 的 特征 了 关 2,f(x) 为 FL[x] 中 首 1 多 项 式 ,degf(x) =n 之 1 并 
且 f(x) 无 重 根 . 令 E 为 1(x) 在 F 上 的 分 裂 域 ,f(x)= (x 一 r)…(x-r,), riEE 
=F(ri,…， rn), Gal(f) =Gal(E/F) 看 作 是 5 的 子 群 ( 即 {r，，,…,r,)} 上 的 置换 
群 ). 令 

D= [I CG-r), 
lSi<j<n 
则 Gal(E/F) 的 子 群 Gal(E/F) 败 A, 对 应 的 E/F 之 中 间 域 为 F(D), 于 是 
Gal()EA,.SODEF. 
证 明 因为 


pe 
因此 当 o 为 奇 置换 时 , c(D) = - D. 而 当 o 为 偶 置换 时 ,ao (D) = D. 于 是 
InvCF(D)) = GalCE/P) 站 4。. 证 毕 . 
令 
d=D= I Cr-r,), 
,Si<jSn 
则 对 每 个 s€ Gal(E/F), o(d)=a(D)!=(+D)*=4d. 因 此 dEF, 称 d 为 多 项 式 
f(x)( 在 FF 上 ) 的 判别 式 ,表示 成 4(). 于 是 由 引 理 1 可 知 :Gal(]) 门 4, 对 应 的 域 
为 F(Vd), 并 且 
Ga()CA.SOVdEFoOdeEerF, 
由 判别 式 的 定义 又 知 :d(f) =0 Sf(x) 有 重 根 .下 面 给 出 d(f) 的 一 种 具体 算法 . 
由 于 
fx)= x" pix! + pox — e+ (- 1)"p, 
= (x— T(x— ra), 


从 而 
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1 1 1 下 
ri rz ra or 
dap=|" ; 
re re oe rt rl 
So 51 Sn-1 
_|s sz 
Sn-l Sn … 32n-2 
其 中 8 = Dr 为 ri,…,r， 的 对 称 多 项 式 . 从 而 可 表示 成 初等 对 称 多 项 式 pi ， 
“pn 的 多 项 式 . 事实 上 


So0o=n, s1=p, s2= pt-2p:, 

sa = pi — 3pipz + 3ps, 

$4 = pt - 4pfip2 + 4pips + 2p8 — 4pa,**. 
当 n=2 时 ,f(x)=x?-pix+ ps2€F[Lx], 从 而 

2 pi 
> 车 pi -2p2 

设 EE 为 1(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 , 则 E=F(Vd), 于 是 当 d€E 严 时 ,Gal(P) ={1}. 而 
dF 时 ,Gal(f) = 5S2( 二 元 群 ). 当 n=3 时, f[x]=x?- pix?+ psx- ps€ 
FLz], 则 


|- Pp? - 4p2. 


So SI 3S2 
53| =— 4pipz + pips + 18Pipsps - 4p} - 27p3. 
S2 $3 $4 
特别 对 fx)=x? + px+ gq, 则 d(f)= 一 4p? -27q?. 为 了 求 三 次 方程 的 伽 罗 瓦 群 ， 
我 们 需要 如 下 的 引 理 ， 

引 理 2 设 已 为 域 ,fx) 为 FL[x] 中 首 1 多 项 式 ,degjfCxz) = na1, 巨 为 FCxz) 
在 下 上 的 分 裂 域 ， 

fx) = (Cr 一 rr)…Cr 一 rn)， ri€EE= Flri,y, rn), 

其 中 ri(1<i<n) 两 两 相 异 . 则 f(x) 在 F[x] 中 不 可 约 名 Gal( 有 ) 在 {ni,…,7,) 上 
传递 . 

证 明 之 设 1<ij<n. 由 于 f(x) 在 FLx] 中 不 可 约 ， 从 而 有 下 同 构 FCr;) 


仿 F(r) ,olri)=7), 然 后 o 可 扩充 成 


d= d(f)= 52 
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7€ Gal(E/F) = Gal(f), 
于 是 


Dri) = coCri) = 站， 
这 就 表明 Gal( 几 在 {r1，,…,r，) 上 传递 . 
二 设 Gal( 有 ) 在 {ri,…,rn} 上 传递 ,有 (x) 为 ri 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 , 则 
用 (x) 在 FLx] 中 不 可 约 , 并 且 f(ri) =0. 对 每 个 i 均 有 ocE€Gal(f) 使 得 o(ri) = 
六 :于 是 
0= ofr)) = fern) = f(r) (<i<w. 
由 于 ri,…,r。 两 两 不 同 ,从 而 f(x) = f(x), 即 f(x) 在 FLx] 中 不 可 约 . 
系 设 f(x) 为 FLx] 中 三 次 不 可 约 多 项 式 , 则 当 d(f)€F? 时 Gal(f)= As; 
而 d(f) GF 时 Gal(f)= 5;. 
证 明 由 于 5s 的 传递 子 群 只 有 4s 和 5s, 再 由 引 理 1 即 证 . 
对 于 n=4. 设 f(x)=x-pyx? + psx? 一 pax+ psE€F[Lx] 为 不 可 约 多 项 式 . 
为 简单 起 见 设 下 的 特征 为 0,E 为 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 , 则 E/F 为 伽 罗 瓦 扩张 ， 
并 且 
Gal(E/F) = Gal(f) 
为 54 的 传递 子 群 . 54 的 传递 子 群 共 有 以 下 五 种 :54,A4 ,Ds( 正 方形 对 称 群 ,为 8 
阶 群 , 即 是 ((1234),(12)(34)》 以 及 其 共 罗 子 群 ), C,(4 阶 循环 群 , 即 是 ((1234)》 
以 及 其 共 配 子 群 ), 和 W={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}( 这 是 54 的 正规 子 
群 ), 这 里 (1234) 表 示 (rira rs rs) 等 等 ,ri ,rayrayr4: 是 FCxz) 的 4 个 根 . 令 
Qa = rrz+rar4y 
B= rrs + rr, 
Y= nrt+ rrs. 
不 难 验证 ,F(a,B,y) 的 固定 子 群 为 Gal( 有 ) 门 W, 于 是 
Gal(E/F(a,B,7Y)) = Gal(f) N| WwW, 
这 是 Gal( 户 的 正规 子 群 ,从 而 F(a,B,Y)/F 也 是 伽 罗 瓦 扩张 ,并 且 
Gal(CF(a,p,y)VF) 全 Gal(CP)/GalCp) N WwW. 
可 直接 算出 : 
B(xX)=(x-a)(x-B)(x-7) 
=x pax +(pips— 4p)x -pip ps+4psps€E FLx]. (x*) 
于 是 F(a,B,yY) 是 g(x) 在 上 的 分 裂 域 . 令 
m=[F(a,B,Y) : F], 
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由 于 Gal(F(a,B,Y)/F) 为 5 的 子 群 ,从 而 m 为 6 的 因子 ,经 过 细致 的 分 析 可 以 
证 得 如 下 的 结果 (推导 过 程 从 略 ) : 

mm =6 人 Gal() = Si， 

m= 3 Gal(f) = 4 

m=1% Gal(f) = W. 
最 后 , 当 m =2 时 ,如 果 f(x) 在 F(a,B,Y)[x] 中 不 可 约 , 则 G = Ds; 如果 可 约 , 则 
O=C,; 

例 3 f(x)=x*+4x?*+2 为 Q[x] 中 不 可 约 多 项 式 . 

由 式 ( x ) 算 出 (x 一 a)(x-B(x-7Y)=x?-4x*-8x+32= (x~4)(x’— 8). 
因此 {a,p,y) = (4, 2V2)}, Q(a,B,Y)=Q(W2), m=2, 于 是 Gal(f)= D4 或 
C4. f(x) 的 根 为 + V -2+y2, 因 此 f(x) 在 QW2) 中 可 约 : 

fx) = (x —(-2+V2)) (x - (~-2—V2)), 
于 是 Gal(P = C4. 

对 于 更 高 次 不 可 约 多 项 式 fx) ,决定 fx) 的 伽 罗 瓦 群 是 一 个 困难 问题 ,这 方 
面 的 一 般 性 结果 不 多 ,下 面 是 其 中 的 一 个 . 

引 理 3 设 f(x) 是 QLx] 中 pp 次 不 可 约 多 项 式 ,p 为 素数 ,并 且 f(x) 恰 好 有 两 
个 复 根 . 则 FAx) 在 Q 上 的 伽 罗 瓦 群 Gal(f) = 5,. 

证 明 设 E 为 (x) 在 Q 上 的 分 裂 域 . 

E = QCri…rp)， 

f(x) = (x— r(x — rp). 
由 于 [QCr) : Qj=p, 从 而 

PI[LE : QJ=|Gal(f)|. 
从 而 Gal( 有 ) 中 有 pp 阶 元 素 o. 但 是 ,Gal( 了 ) 为 5, 的 子 群 ,而 $, 中 p 阶 元 素 必 是 长 
为 p 的 轮换 , 即 c = (1 ja… j，). 另 一 方面 ,7 ,… ,rp 中 恰好 有 两 个 是 共 赤 复 根 ,不 
妨 设 为 r 和 7,. 令 c 的 复 共 罗 自 同 构 在 已 上 的 限制 为 rEGal(P, 则 r=(12), 由 
于 必 存 在 上 使 
of = (12iai,), 

于 是 Gal( 有 中 有 r= (12) 和 o*=(12ia…i,). 熟 知 t 和 ot 生成 5,, 所 以 Gal( 了 ) 
= 

例 4 由 爱 森 斯 坦 判 别 法 知 f(x) = x 一 4x+2 在 Q(x) 中 不 可 约 .通过 初等 微 
积分 计算 可 知 它 恰 有 三 个 实 根 ,于 是 由 上 述 引 理 可 知 x -4x +2 在 Q 上 的 伽 罗 瓦 
群 是 Ss. 
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一 个 著名 的 问题 是 : 任 给 一 个 有 限 群 G, 是 否 有 域 的 伽 罗 瓦 扩张 E/F, 使 得 
Gal(E/F) = G? 如 果 对 基 域 不 加 限制 ,这 个 问题 是 容易 解决 的 . 因为 令 | G| = 
nn, 则 G 自然 地 同 构 于 S。 的 子 群 . 设 K 为 任意 域 ,x ，…, x 为 n 个 文字 , pi,…， 
Pn 是 它们 的 初等 对 称 函 数 . 根据 上 节 最 后 一 个 例子 , K (x， Xa)/K (pi, 
P ) 是 伽 罗 瓦 扩张 ,并 且 其 伽 罗 瓦 群 为 5, . 设 G 是 S。 的 子 群 并 且 同 构 于 G,M = 
Inv(G), 则 由 基本 定理 ,K(x1，…,x,)/M 为 伽 罗 瓦 扩 张 并 且 其 伽 罗 瓦 群 为 区 关 
G, 于 是 EE= K(xi，…,xs),F= M 即 为 所 求 .但 是 ,如 果 我 们 限定 基 域 忆 , 则 问题 
会 变 得 相当 困难 ,例如 对 于 下 = Q 的 情形 ， 

对 每 个 有 限 群 G, 是 否 存在 伽 罗 瓦 扩张 E/Q, 使 得 Gal(E/Q) = Gy 

1954 年 苏联 著名 数学 家 沙 瓦 列 维 格 (llagbapesus, IH. P. ) 利 用 群 论 和 代数 数论 
一 些 深刻 结果 ,证 明了 当 G 为 有 限 可 解 群 的 时 候 答案 是 肯定 的 而 对 任意 有 限 群 
G ,此 问题 至 今 未 解决 . 


习 题 


1. 设 忆 为 实数 域 R 的 子 域 . (x) 为 FLx] 中 三 次 不 可 约 多 项 式 .求证 : 若 
4(D>>0, 则 f(x) 有 三 个 实 根 ; 若 d(f)<0, 则 f(x) 只 有 一 个 实 根 . 

2. 确定 (xz) 在 域 忆 上 的 伽 罗 瓦 群 ,其 中 

(CD f(x)=x*-5, F=Q, QQW5) 或 QCV=5); 

(2) fxz)=zx-10x2+4,， F=Q; 

(3) f(x)=x5 -6x+3, F=Q. 

3, 设 为 素数 ,a€EQ, x? 一 a 为 QLx] 中 不 可 约 多 项 式 .求证 :x? -a 在 Q 上 
的 徊 罗 瓦 群 同 构 于 p 元 域 F, 上 2 阶 一 般 线性 群 GL(2,F,) 的 子 群 

{(6 中) EFk#0€F,). 


4. 证 明 QCY3(1+i))/Q 是 四 次 扩张 ;并 求 其 Galois 群 ,其 中 i= V1I. 


附录 3.1 n( 宇 5) 次 一 般 方程 的 根 式 不 可 解 性 


现在 ,我 们 利用 伽 罗 瓦 理论 研究 本 章 -一 开始 所 谈 的 原始 问题 , 即 n 次 代数 方 
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程 是 否 有 一 般 的 求解 公式 ? 确切 地 说 ,一 般 方程 


2 二 CI +… 和 Cn = 0, ai E 下 
的 n 个 根 是 否 可 用 域 下 中 元素 通 过 四 则 运算 和 开 根 号 表达 出 来 ? 更 明确 的 表达 
方式 则 是 如 下 的 定义 : 


定义 1 域 的 扩张 E/F 叫做 是 根 式 扩张 是 指 E = F(d), 并 且 存 在 自然 数 nn 使 
得 a=d"€EF, 即 E=FWa),a€EF. 

定义 2 设 下 为 域 ,f(x) 为 FLxJ 中 首 一 多 项 式 ,degf 生 1,E 为 f(x) 在 F 上 的 
分 裂 域 .方程 f(x) = 0 叫做 在 域 上 根 式 可 解 ,是 指 存在 域 的 扩张 序列 

F=FCFC"CFn=K, (x) 
满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) Fiwi/Fi(1<i<r) 均 是 根 式 扩张 , 即 

Fin= Fi(Vai), ai€F, 
序列 ( x ) 称 为 根 式 扩张 序列 ; 

(2) EEK. 

条 件 (1) 是 说 从 域 扩张 成 K 是 由 有 限 次 添加 元 素 的 根 号 而 得 到 的 ,条 件 (2) 
是 说 f(x) 的 全 部 根 均 在 K 中 ,因此 ,这 两 条 件 就 相当 于 说 f(x) = 0 的 根 可 通过 下 
中 元 素 的 四 则 运算 ( 域 中 运算 ) 和 开 根 号 方式 表达 出 来 . 

为 简单 起 见 , 像 古典 情形 那样 我 们 设 F 是 特征 0 域 . 

例 1 二 次 方程 x*+ax+b=0, a,b€EF, 的 两 个 根 为 


x = 让 (~ a + Var -dpb). 


与 它 对 应 地 可 构 作 根 式 扩张 序列 
F=FCF=E, F, = Fi(Va’ — 4b). 
本 节 我 们 要 证 明 的 主要 定理 是 : 


定理 1 设 尼 为 特征 0 域 ,fx) 为 FLz] 中 首 一 多 项 式 ,deg f>>1. 则 fxz)=0 
在 上 根 式 可 解 当 且 仅 当 f(x) 在 已 上 的 伽 罗 瓦 群 Gal( 为 可 解 群 . 

让 我 们 首先 回忆 第 1 章 中 关于 可 解 群 的 定义 和 几 个 简单 性 质 . 设 有 限 群 G 有 
正规 群 列 

G= GPG.DPG,PG = {1}, 

其 中 Gi > Gi 表示 Gil 是 Gi 的 正规 子 群 .如 果 Gi/Giw(1<i<s) 均 是 阿 贝 尔 
群 , 则 称 G 为 可 解 群 . 

注 记 如 果 Gi/Gi:1 是 有 限 阿 贝尔 群 ,我 们 总 可 以 在 G; 和 Gi+1 之 间 添 加 有 
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限 个 中 间 群 ,使 相 邻 两 群 的 商 为 素数 阶 循环 群 . 所 以 在 可 解 群 的 定义 中 将 条 件 
“Gi/Git1 均 是 阿 贝 尔 群 ”可 以 改 成 “G;/Gi;; 均 是 素数 阶 循环 群 ”. 

我 们 只 需要 有 限 可 解 群 的 以 下 几 点 性 质 : 

(1) 有 限 可 解 群 的 子 群 和 商 群 仍 是 有 限 可 解 群 ; 

(2) 若 媚 为 有 限 群 G 的 正规 子 群 , 则 G 为 可 解 群 当 且 仅 当 媚 和 G/ 媚 均 为 可 
解 群 ; 
(3) 对 称 群 5 ,5 和 Ss 均 是 可 解 群 , 当 "过 5 时 ,S。 不 是 可 解 群 . 

我 们 现在 着 手 证 明定 理 1, 首 先 需 要 三 个 引 理 . 

引 理 1 设 为 素数 ,5= 5,E 下 (5 表示 乘法 p 阶 元 素 ),E/F 为 p 次 循环 扩 
张 , 则 有 dEE, 使 得 E=F(d), dr? EF. 因 此 E/F 是 根 式 扩张 . 

证 明 取 cEE,c&KF, 则 E=F(c). 今 G=Gal(E/F) 是 由 元 素 o 生成 的 ， 
o?=1. 记 

ci=orl(O) EE (<i<p), 
则 cl =c, olci)=cin(1&i<p-1), ol(cs)=ci. 定 义 
di=c1+t+ceabitcabrte+eptr vi€E, 
则 oldi)=cstcabi+ter+cpb-2i+c1bp-Di=b-idi( 注 意 5EF=>o(5)= 56). 
于 是 
ol(d?) = o(di)? = (8 -idi)? = d?, 
从 而 df EF(1<i<p). 考 虑 以 c1,… ,cj 为 变量 的 线性 方程 组 
C+ ent to tn ot dr (TERED 
左边 系数 行列 式 为 1, 5,…, 5r- 1! 的 范 德 蒙 (Vandemonde) 行 列 式 .由 于 1,5,…， 
5 彼此 不 同 ,系数 行列 式 取 0, 于 是 c1,…,c, 是 di，,…,d， 的 下 线性 组 合 ,因此 
必 有 di&F, 取 d= di 即 可 . 

引 理 2 设 f(x)EF[x]j,K/F 为 域 的 扩张 , 则 fx) 在 天 上 的 伽 罗 瓦 群 同 构 

于 jx) 在 正 上 的 伽 罗 瓦 群 的 子 群 . 
Dt 证 明 设 E 为 f(x) 在 F 上 的 分 裂 域 ,LL 为 1/(x) 在 
Eo 人 ee K 上 的 分 裂 域 , f(x) 在 中 根 为 ,…,r,, 则 EE= 
SIT) Flriygeesri)sL = Kri, es, ta). 于 是 有 域 扩张 
~ 图 12. 
图 12 作 映 射 
9:Gal(L/K) —>Gal(E/PF), 


omrole, 
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这 是 群 的 同 态 . 对 于 os€Gal(L/K)， 
oE€EKerp Oole =1O ori) = ri(l<i<n) 
后 ca=1， 

因此 Kerp = {1),9 为 单 同 态 . 于 是 Gal(L/K) 同 构 于 Gal(E/F) 的 一 个 子 群 . 

引 理 3 设 E/F 为 有 限 可 分 扩张 ,N 为 E 在 F 上 的 正规 闭 包 .如 果 E/F 有 根 
式 扩张 序列 , 则 N/F 也 有 根 式 扩张 序列 . 

证 明 设 E/F 有 如 下 的 根 式 扩 张 序列 

F=FCF.C"“CFn=E, 
其 中 Fin = Fi(di),d%*=ai€Fi, 则 E=F(di,…,d;).N/F 为 有 限 伯 罗 瓦 扩 
张 , 令 Gal(N/F)={1=o1,02,…,0n} n=[N : Fj, 则 
N= Fldi,°%*,dyso2 (di) ,sg di) ses on di) ,on(d,)). 

考虑 如 下 的 扩张 序列 


FS F(di) 和 Fldi,ga(d1)) ES: CF(di,o (di) ,on(d1)) 


《2) 


握 FCdi…an(Cdi),dz) 握 … 
C9) 


EFldi,,on(di),d2,"* ,0n(d2)) CS CN. 
由 于 oz(d1)"m=o2(d 人 ht)= dh EF(d;), 从 而 (1) 处 为 根 式 扩张 ;由 于 dz* E€ FS 
F(di,o2(d1),…,on《d1)), 从 而 (2) 处 为 根 式 扩张 ;由 于 
on(da) = on(dh) € on(F2e) = on(F(di)) ES Flo,(d1)) 
EFldis yon di) dz", on1(d2)), 
因此 (3) 处 也 为 根 式 扩张 ;类 似 可 证 其 他 位 置 处 均 为 根 式 扩张 .于 是 这 就 是 N/F 的 
根 式 扩张 序列 . 
现在 我 们 来 证 明定 理 1. 如果 f(x) =0 在 上 根 式 可 解 , 则 有 根 式 扩张 序列 
F=FECF CCFn= KK, 
其 中 Fin = Fi(d;), d" =ai€ Fi, 使 得 K 包含 f(x) 在 上 的 分 裂 域 E. 由 引 理 
3, 我 们 不 妨 设 K/F 为 徊 罗 瓦 扩张 (由 于 下 的 特征 为 0, 这 相当 于 假定 六/F 为 正规 
扩张 ). 令 n=[n,…,n,]( 最 小 公 倍数 ), $= 5,. 若 K/F 为 多 项 式 g(x) 的 分 裂 
域 , 则 K(5)/F 为 8(x)(x" 一 1) 的 分 裂 域 , 从 而 K(5)/F 也 是 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,并 
且 有 扩张 序列 
F= FICFCFC…EF= K(O). 
其 路 = Fi(6),Fi= 下 (di1)= Fa(5),…,Fits= Fivi(d;)= Fir1(5). 参 见 扩 张 
图 13. 
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(加 人 少 Fu=K(O 
ma -一 

K= Fni 群 
加 圳 加 a 中 

| | 

| | Cal(KCH/ Fi) 

Fs a | 
加 dj (加 名 | 和 za Cal(KC5)7 FS) 


及 
ms| | FY) 
到 (加 ni | 
加 a| 网 Cal(KC57 F') 


图 13 


由 上 节 一 开始 的 例 1 可 知 Fi/F{ 为 阿 贝 尔 扩张 ,由 于 
Fin= Fi(di), dnE€EFNnEF', 
并 且 乘 法 ni-1 阶 元 素 
bm €E FPC = FM 
从 而 由 上 节 一 开始 的 例 2 可 知 Fi1/Fi(2<i<7r) 均 是 循环 扩张 ,它们 给 出 如 图 13 
右边 所 示 Gal (K (5)/F) 的 正规 列 . 由 于 相 邻 两 项 的 商 群 均 是 阿 贝 尔 群 ， 
Gal (K(5)/P 是 可 解 群 .因为 Gal(K/F) 为 Gal(K(5)/F) 的 商 群 , 从 而 也 是 可 解 
群 .最 后 ,FCECK,Gal(E/F) 为 Gal(K/F) 的 商 群 ,Gal(E/F) 是 可 解 群 . 
反之 , 若 FCx) =0 在 下 上 的 伯 罗 瓦 群 G= Gal(E/F) 可 解 , 其 中 巨 为 FCx) 在 
F 上 的 分 裂 域 . 令 n=|1G|=[E: Fj, Fi=F, Fo=Fi(t), 6=6,, K=ES). 
由 引 理 2,Gal(K/F) = Gal(E($)/F(4)) 同 构 于 Gal(E/F) 的 子 群 ,从 而 也 是 可 
解 群 .于 是 有 正规 列 
Gal(K/F2) = FiDH; D:D Hn = {1}, 
Hi/ Hi 为 pi 次 循环 群 ,其 对 应 的 域 扩 张 序列 为 
FCFsCCFs=K, 
Fin/Fi(2<i<r+1) 为 pi 次 循环 扩张 .由 于 pi||1Gal(K/F2)|, 从 而 pi1n, 但 
5 EP, 因此 5 EFi. 由 引 理 1 知 Fit1/Fi(2<i<r+1) 均 是 根 式 扩张 .此 外 , FF， 
= F1(5). 我 们 有 根 式 扩张 序列 
F=FCFCcC“CF,=K, 
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而 ECK=E(4). 于 是 f(x)=0 在 F 上 根 式 可 解 . 
作为 定理 1 的 应 用 我 们 来 证 明 n( 宇 5) 次 一 般 方程 根 式 不 可 解 . 
定理 2 设 n 宇 5, 1,…,tn 为 n 个 不 定 元 ,F 为 特征 0 域 , 则 一 般 方程 
fy = x tx tt + (Dt =0 
在 域 R(t,…, ta) 上 根 式 不 可 解 . 
证 明 设 x1,…,xn 是 另外 nn 个 不 定 元 ， 
BX) = (x— XxX)"(x— Xa) = x pix + +(-1)"pn, 
其 中 pi,…,p。 是 zi ,xn 的 初等 对 称 函数 . 设 EE 为 f(x) 在 F(t ,ln) 上 的 分 
裂 域 , 则 
fx)= (x -yx ys) =x tx + + (~ "ts 
E= Fltiy°s tao yi syn) = 下 (yyn). 
由 于 { ,tn} 是 不 定 元 ,存在 唯一 的 环 同 态 
a:F[to] 一 FLPipn]， 
其 中 o(10)=pi(1 壹 in), ols=1. 又 由 于 {XY,…,xn} 也 是 不 定 元 ,从 而 有 唯一 
的 环 同 态 
r:F[Lx xn 一 下 [yyn]， 
其 中 (xi)= WO<i 和 mrlr=1. 于 是 
toti) = tp) = t(D axaexi)= 2 = ty 
从 而 ro =1. 因 此 
hE€EKero> oa(h)=0>h=> ro(h) = 0, 
于 是 o 为 单 同 态 ,又 o 显然 为 满 同 态 ,从 而 o 是 环 FLt，…,to] 与 FLPi，…Po] 的 
同 构 .于 是 它 可 扩充 成 商 域 的 同 构 ( 仍 记 成 ")， 
a:FCn ytn) 全 下 (Pi，…Pn)， 
进而 又 可 扩充 为 环 的 同 构 ， 
oiFltiy st )Lx] SF Cp pn)Lx]， 
其 中 cCx) =x. 于 是 
olf (Y= ht t+ ta) 
= x"—- pxt++(-1)"p, = g(x). 
由 于 FCOn ,yn) 为 FCz) 在 下 (fytn) 上 的 分 裂 域 ,FCz，…xn) 为 8Cx) 在 
F(p1,…, pn) 上 的 分 裂 域 ,从 而 o 又 可 扩充 成 域 的 同 构 
PFC yn) SF OX Xn). 
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由 于 
CCFCh，…tn)) = oFlt1°%, ta)) = 下 (PPpn)， 

因此 

GalCFC ya)/F i, ,tn)) Gal(F Oxi, , xn )VFCP，…Pn)). 
但 是 我 们 知道 右边 伽 罗 瓦 群 是 5S; ,因此 , Gal(E/F(n,…, 1,)) = 5. 于 是 由 
[E :FOn ,tr)]=n1! 可知 f(x)=0 的 n 个 根 x;,…,x， 两 两 不 同 ,并 且 f(x) 
在 F(ti,…,1,)[xJ 中 不 可 约 , 特 别 地 ,E/F(141,…,1,) 是 伽 罗 瓦 扩张 .由 于 n 宇 5 
时 对 称 群 5。 是 不 可 解 群 ,根据 定理 1, 即 知 f(x) = 0 在 F(t,…,1,) 上 根 式 不 
可 解 . 

又 如 在 上 节 我 们 证 明了 x -4x +2 在 Q 上 的 伽 罗 瓦 群 是 5;, 从 而 方程 
x5 一 4x+2=0 在 Q 上 是 根 式 不 可 解 的. 

定理 2 是 一 种 否定 性 的 答案 . 另 一 方面 ,由 于 Ss 和 5, 为 可 解 群 ,由 定理 1 知 
道 三 次 和 四 次 方程 在 特征 0 的 域 上 应 当 有 解 的 一 般 公式 ( 即 应 当 根 式 可 解 ) ,现在 
我 们 就 来 推导 它们 的 求解 公式 . 

三 次 方程 的 卡尔 达 诺 (Cardano) 公 式 

设 下 为 特征 0 的 域 ， 

f(x) = x x + tx ts € Ft, tz, ta) [x], 

记 EE 为 f(x) 在 F(tz,t3) 上 的 分 裂 域 , 则 f(x)= (x 一 x1) (x 一 xz)(x 一 x3) 和 E 
= F(x1,x2，x3). 作 代 换 


y= <i<3), 


则 
8 = (?- yy- yy -y= y+py+ge€e Kly], 
其 中 
天 = F(p,q,1) = Flti,tz,13), 
= 二 上 + = 志和 + nt-t 
p 村 三 + ta， q 27 + hit2 ts. 
d= 一 4P 一 279? 为 g(y) 的 判别 式 ,K (yi ,ys，ys)/K 为 伽 罗 瓦 扩张 ,K(CVG) 对 应 
Gal(K(Cm yz,yas)/K) = Ss 的 子 群 4:. 如 图 14 所 示 . 
SD A {1} 
1 
Flti,ta,ts)= F(p,q,t) = Kc KVa)c E 
图 14 


= K(y1,y2,y3). 
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由 于 As 为 3 阶 循环 群 ,E/K(CVG) 为 3 次 循环 扩张 ,根据 定理 1 的 证 明 我 们 需要 
把 乘法 3 阶 元 素 w 添加 到 及 (VG) 之 中 , 易 知 E(w)/K(CVd,w) 仍 是 3 次 循环 扩张 ， 
由 引 理 1 和 它 的 证 明 可 知 这 是 根 式 扩张 . 令 
Gal(CCE/w)/KCVd,o)) = (lo =1)， 
其 中 om)= yc(yz)=yaa(ys)= 轧 :定义 
Zz1 = + wy tw ys Ze=y1+w yt wyaF(z3 = y+ yt ya=0), (x *) 
则 c(zi)=w 1z1,23EK(Vd,w) 而 E(w)=K(Vd,w,z1i,z2). 事 实 上 , 令 
U= yfys+ y+ VV= + y+ ys 

则 U+V=3g( 注 意 yi+y2+ya=0,y1y2ys = 一). 

Vd = (yyy -yy -= U-V, 

噶 + 另 + 另 =-394. 
于 是 

好 = Dy +3wU +3wV +6yiyaya 


=-3g+ 30 (39 $04)+ 3 (39 544)- 6gq 


而 对 =- 羡 =37- 罗 9. 于 是 


3 

Z1 = /办 g+ [多 ap’ + 279)， 
3 

Z2 = -至 -4p’ + 2742) 


注意 z! 和 zs 值 的 选取 应 当 使 得 
Zi1z2= (Ji +owya+wzysa)Cy + wy2 + wy3) 
= 并 + 站 + 号 一 (yiyz+ yays + y3)1) = 一 3P. 
再 由 式 ( * * ) 得 到 
1 


y= 可 (2 + zz2)， yz = 到 (oz + wz2)， 


ys = 于 Coz + ow2zz). 
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最 后 给 出 
局 = 二 +a+p， Ka = i + wa + wb, 
ep! 2 
Xa = 3 + wat wh. 
其 中 


3 
a = 广汉 + (Cg72)5 +(P73)5， 

3 
B=,/- 2 - Vgq/2) + (pI3), .ap =- p/3. 


这 个 三 次 方程 的 求解 公式 称 作 是 卡尔 达 诺 公式 . 

例 2 在 复数 域 C 中 解 方程 x?+3x+2=0. 

由 于 p=3,q=2,d= (4p?+27q*)<0, 从 而 方程 只 有 一 个 实 根 . 

a=V-1t+yer, p=V-1-Jen. 
方程 的 三 个 根 为 
xX=a+pER， xz=aoz+po，x = Ks = aw + Bw’, 

其 中 = 去 (-1+V-3). 

例 3 在 复数 域 C 中 解 方程 x? 一 7x+6=0. 

此 时 p= -7,q=6,d= 一 (4p”+27q?)>0, 因 此 方程 和 三 个 实 根 .事实 上 ,三 
个 根 为 -1,2 和 -3. 但 是 若 用 卡尔 达 诺 公式 , 则 得 到 

x =— (V3+ (10/9 (V5) + (Vi0790VE3)， 


10 /=-3= yet = = 27 而 
令 3+ 呈 V-5=re (0<0< 笃 ); 则 + § V1029,c0s0 = 105' 而 方程 的 


三 个 根 为 - 2rrscos( 号 + 针 ),i = 0,1,2. 算出 它们 为 1,2 和 - 3 并 不 是 很 容 
易 的 


现在 谈 四 次 方程 
24+azs+azzz+adasz+a =0. 
令 z = x+ 于 ci， 则 方程 化 为 
x+Ppxz+qgx+r=0. 
设 根 为 fxa,xa,x4, 巨 =FCOzyxayxayxi),F 为 特征 0 域 .此 方程 在 民 上 的 伽 罗 
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瓦 群 为 $,, 它 的 可 解 列 和 对 应 的 中 间 域 如 图 15 所 示 . 
Sb A.P WP YP 


v1 


FCFCVd) CACACE 
图 15 
其 中 W={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}， V={1,(12)(34)), 令 

Qi= (x1+xa)(x3 + xa), 02 = (Xi + X3)(x2 + Xx4), 

G3= Ca + xXx) xs + xa), A= F(01,02,03,Vd), 
可 直接 验证 Gal(E/A)= W, 于 是 A = Ai, 可 直接 算出 

f(0)= (0 -01)(0— 02)(0— 03) 
= -2p0 +(p* 一 4r)0+92， 

这 是 三 次 方程 , 解 出 91,02,0s 之 后 ,我 们 有 

(xl + xa)Xx3+ Xx4) = O01, (x1+x2)+ (xs+x4) = 0， 


(xl + xa)(X2 + x4) = 02, (x1+ x3) + (x2 + x4) = 0, 


(xl +X4)(xz + xX3) = 03, (Xi1+ Xs) + (x2 + x3) = 0. 
由 此 解 出 
Xi1+X2 = a X3 二 Xi 三 一 aly 
Xl1+X3 = a X2 二 X4 二 一 Q2， 
XI+X4 = a X2 二 X3 二 一 0Q3， 


其 中 = 土 V 二 和 .由 于 
(xl + Xa Xi + Xa Xi + Xa)= 好 (xl + Xo + Xa + X4) 
+ (XiXzX3 + XIX2X4 + XIX3X4 + X2X3X4) 
=-g, 
因此 ,ai 符号 选取 要 使 得 a1aza3 = - 4. 然 后 由 
2x1 = (Xi +xX2)+(XI +Xs)+(XI +X4) = al 二 az 二 as 


得 到 
X1 = Ca + az + a3). 
类 似 得 到 


如 = 二 -om)， x = ta -as), 
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X4 = 去 (~ ai 一 aa + a3). 
例 4 求 z+z+zz+z+l=0 的 4 个 复 根 . 


令 z = x 一 十 ,方程 变 为 


于 是 P= 4 = 号， r= 生 5， 6- 方程 为 


0 -0 - 忽 9g+ 怠 =0. 


此 三 次 方程 的 三 个 根 为 0 = - 号，0。 = 5+ 节 20，0 = 5 一 必 29. 于 是 a = 多 ， 


aa = V5+ V20i/2, as = V5— V20i/2( aiazas 二 党 前 =- 号 ) "从 而 


za =- 了 + 南 (Co +a+m) = 十 [(W/5 -D+VI0+2V5], 
za=- 寺 + 于 oo-o) = 于 [5-D-V10+2V6， 
za=- 于 + 二 at+we-oo) = 4[(-Y5 -DD + Vi0-25], 
4= 一 十 + 涩 (a -as+as) = 卫 [C--D+V10-2V5]. 


习 题 


1. 将 cos40 和 cos 290 表示 成 根 式 形式 . 


2. 求 下 列 方程 在 复数 域 C 中 的 根 : 

(1) xs 一 2x+4=0; 

(2) x3 —15x+4=0; 

(3) x*—2x*—8x-3=0. 

3. 求证 :方程 x? 一 x 一 t=0 在 F(t) 上 根 式 不 可 解 ,但 是 ,多 项 式 x? 一 x 一 t 
在 Fo(1) 上 的 佑 罗 瓦 群 为 循环 群 .这 例子 表明 定理 1 中 假定 “ 域 下 的 特征 为 0” 一 般 
是 不 能 去 掉 的 . 
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附录 3.2 正 n 边 形 的 尺 规 作 图 


现在 我 们 介绍 古代 三 大 数学 “ 难 ” 题 的 最 后 一 个 ,对 哪些 正 整 数 n 宇 3, 正 n 边 
形 可 以 用 圆规 直 尺 作出 ? 高 斯 在 20 岁 时 解决 了 这 个 问题 . 

引 理 设 n=2p?…ps’ ,其 中 pi,…,p;: 为 彼此 不 同 的 奇 素数 ,a 之 0, ai 之 1 
Qi<s). 则 尺 规 可 作 正 n 边 形 苇 尺 规 可 作 正 p?' (1<i<s) 边 形 . 

证 明 根据 第 2 章 附录 2.4 我们 知道 , 尺 规 可 作 n 边 形 相当 于 在 已 知 单位 长 
度 的 情形 下 ,用 尺 规 可 得 到 点 5 = ess%" .因此 若 尺 规 可 得 到 点 5, , 则 也 能 得 到 
bn = be (Si<s), 

从 而 每 个 正 pr (1<i<s) 边 形 均 可 尺 规 作 出 .反之 ,车 用 尺 规 可 作 正 p?' 边 形 , 即 
可 得 到 点 $ai(1<i<s). 令 n=2n ,ni=n'/p?, 则 (m,…,ns)=1, 于 是 有 整 
数 m1,…,ms ,使 得 >) nimi =1. 从 而 

和 = 
即 正 n' 边 形 可 尺 规 作出 .由 于 n=2*n”, 从 而 易 知 正 n 边 形 也 可 尺 规 作出 . 

于 是 问题 化 为 , 设 p 为 奇 素数 ,a 之 1, 正 p" 边 形 是 否 能 用 尺 规 作 出 ,这 也 相当 
于 说 QCbja)/Q 是 否 有 V -扩张 序列 (参见 第 2 章 附录 2.4). 但 是 我 们 知道 ， 
QC5pa)/Q 是 pbp")=(p 一 1)p"!' 次 循环 扩张 , 当 a 宇 2 时 ,p19Cp"), 从 而 9(p") 
不 是 2 的 方 宕 .而 当 a=1 时 ,车 使 Q($,)/Q 有 WV” -扩张 序列 ,其 充 要 条 件 是 p 一 1 
为 2 的 方 睾 , 即 p=2'+1. 由 为 素数 易 知 1=2'(1 汪 0). 于 是 p=2* +1= F,, 这 
种 形式 的 素数 叫做 是 费 马 素数 ,前 五 个 费 马 素数 为 

Fo =3, Fi = 5, F,=17, Fs= 257, F, = 65537. 
但 是 ,Fs =641X6700 417 和 Fs =274 177 X67 280 421 310 721 不 是 素数 .目前 还 
不 知道 费 马 素数 是 否 有 无 穷 多 个 .总 之 我 们 证 明了 : 

定理 (高 斯 (Gauss)) 设 mn 之 3. 尺 规 可 作 正 n 边 形 今 n=2*p1…p;, 其 中 a 二 
0，p1,…, ps 是 两 两 不 同 的 费 马 素数 . 

例 (高 斯 关于 正 17 边 形 的 解法 ) 3 为 模 17 的 原 根 ,我 们 有 
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表 4 
n |0123456789101112131415 


3" 
(mod17)| 


13910135151116148 7 412 2 6 


E=Q(5), 5= 5 =emr, G=Gal(E/Q) = (olo*=1), 其 中 ol($)= 83.G 的 正 
规 列 和 对 应 的 中 间 域 如 图 16 所 示 . 


天 = 巨 =QC9 {1} 
F,= Qt+ C1) 《as)》 
上 = QC7p) ds 
F, = QC7) (人 
. =Q dy 
图 16 


Fini/Fi 均 为 二 次 扩张 . 
(1) Gal(F2/F1)=(0)/(o’)= {1,0}, F2= F1(7,). 
= De = = C+ + 3+ ts+ t+ C+ tt + C2, 
它 的 共和 元 为 
o(1) = 6 +50 +s + burt + 6 + t+ vs, 
它们 在 F= Q 上 的 极 小 多 项 式 为 
(x— Tx- oy)) = x +x—-4, 


其 解 为 ~1+ 7 .注意 7,.=2 2(cos 2 + cos LOF + cos B+ cos A) >0， 于 是 


17 17 17 17 
7 = 1, so = 二 Lv 


(2) Gal(CFs/F2)=(c2z)/o4)， Fs3= F2(7,), 
= Xa) to tor(t) = C+ ts + +b 
= 5+ 1+ttt Cb 
它 的 Fe- 共 孝 元 素 为 
= 
它们 在 Ff, 上 的 极 小 多 项 式 为 
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x— Wx- on)) = x Nx-1, 

根 为 罗 二 入 ( 实 根 ). 由 于 罗 = (cos 车 + eos 加)>0， 

三 各 YR VT -1+ V4-2 V7 0, 


ma 


-VR+4 SY 可 
je A -2 M17-1 Y 2V17 0. 


此 外 ,由 于 Fa/F! 是 伽 罗 瓦 扩张 ,从 而 

on) = 6 + 6 3 + bs +6 5, 3) = 和 
也 属于 Fs ,并 且 彼此 F- 共 e, 它 们 在 F。 上 的 极 小 多 项 式 应 为 x* 一 oC7,)x 一 1. 
由 于 c(7s) 二 0, 从 而 


0(7) + Vo DN) +4 _ (VI7+1)+V34+2 VY 


o(7,) = 岂 
B00) = VN) tA (VIT+D -VM+2 YT 
3 2 4 : 


(3) 5+ 5 1 在 Fs 上 的 极 小 多 项 式 为 
(x— (E+)x- ob + b= C(x- (C+ Cx- (+6)) 
= x — W(X) + on,). 
由 于 +5871>44+8-4, 从 而 


“+ = 去 (mn + VT — 4007,)), 
360"_ 1 
cos 7 = 4 + TE 401)) 
= 直 [V7-1+ V34-2Y 隔 


+2V17+3VI7+VI70 -26 VT -4V34+2 VD]. 
习 题 
1. 如 何 用 圆规 直 尺 作 正 五 边 形 . 
2. 证 明 可 以 用 尺 规 作出 3 角 . 
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附录 3.3 ”可 分 扩张 和 纯 不 可 分 扩张 


我 们 在 3.2 节 中 定义 了 可 分 扩张 ,但 是 ,甚至 连 如 下 最 基本 的 问题 均 未 回答 : 
若 巨 = F(a)，u 在 F 上 可 分 , 则 是 否 E/F 为 可 分 扩张 ? 换 句 话说 ,下 上 添加 一 个 
在 F 上 可 分 的 元 素 a, 那 么 扩张 F(a) 中 是 否 每 个 元 素 都 在 F 上 可 分 .在 这 一 附录 
中 ,我 们 利用 伽 罗 瓦 理论 对 代数 扩张 的 可 分 性 作 进一步 的 探讨 . 

定义 1 设 E/F 为 代数 扩张 ,E 巨 .元 素 a 叫做 在 F 上 纯 不 可 分 ,是 指 a 在 下 
上 的 极 小 多 项 式 f(x) 在 EE 的 代数 闭 包 Q 中 只 有 一 个 根 a, 也 就 是 说 , 设 M 是 a 在 
F 上 的 分 裂 域 , 则 f(x) 在 M 中 分 解 为 f(x) = (x -a)"(m 宇 1). 如果 中 每 个 元 
素 在 FF 上 均 是 纯 不 可 分 的 , 则 称 扩张 E/F 纯 不 可 分 的 . 

设 E/F 为 代数 扩张 ,a EE. 由 定义 易 知 :a 在 F 上 同时 是 可 分 的 和 纯 不 可 分 
的 全 aEF. 因 此 车 下 为 特征 0 域 , 则 只 有 FF 是 F 的 纯 不 可 分 扩张 .现在 设 下 的 特 
征 为 素数 p. 这 时 

apEF 一 (atpP = ar +Br". 

引 理 1 设 E/F 为 代数 扩张 ,F 的 特征 为 素数 p，a EE, 则 存在 "之 0, 使 得 
a” 在 F 上 可 分 . 

证 明 设 f(x) 为 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 , 则 有 n 宇 0, 使 得 f(x) = 8Cx” )， 
其 中 

BX) = x+cxr+…+cEF[x]， 

并 且 不 存在 h(x)E FLxj 使 得 g(x) = h(x?), 即 存在 m,p1 m, 0 隆 cm EF 下, 从 而 
g(x) 取 0, 由 f(x) 不 可 约 知 g(x) 在 FLx] 中 也 不 可 约 ,又 g(x) 关 0， g(x) 为 
F[xJ 中 可 分 多 项 式 , 而 a” 为 g(x) 的 根 . 

定理 1 设 E/F 为 代数 扩张 ,F 的 特征 为 素数 p, 则 下 列 五 个 命题 彼此 等 价 : 

(1) E/F 为 纯 不 可 分 扩张 

(2) EE 中 每 个 元 素 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 均 有 形式 x” - a，aEF; 

(3) 定义 

FM ={a€ Nl|ar €F), 

其 中 0 是 E 的 代数 闭 包 , 并 且 令 FV? = 【J FY”" , 则 ESF? ; 
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(4) aEE, a 在 F 上 可 分 SaEF; 

(5) E=F(S), 其 中 5 是 E 的 子 集 ,并 且 S 的 元 素 在 F 上 均 纯 不 可 分 . 

证 明 (1) 二 (2) 由 于 a 在 F 上 纯 不 可 分 ,从 而 它 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 
fx)=(x-a)", 令 m=np’,pNn, 则 

fx) = xr — ar')". 
但 是 ,f(x)E FLx]j, 从 而 f(xX) 的 p'(n 一 1) 次 项 系数 - na” EF. 由 p/n 知 -n 
为 中 可 逆 元 ,于 是 a EF.f(x)=(xr” 一 ar )? 在 FLx] 中 不 可 约 , 从 而 n=1. 于 
是 f(x)=xr”” 一 ar", 取 a=ar" 即 可 . 

(2) 志 (3) 显然 . 

(3) 之 (4) 设 aEE-F. 由 于 ECFYr" ,从 而 有 n 之 1 使 得 a”” EF,ar””' 
下 , 令 4=a”, 则 a 为 x” -a 的 根 ,于 是 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 (x 一 a)” 的 因 
子 ,从 而 有 形式 f(x) = (x 一 a)". 像 (1) 二 (2) 的 证 明 一 样 ,可 知 m=p". 但 ar” 攻 
下 ,因此 ,r=n, 即 f(x) =x?” a 为 a 的 极 小 多 项 式 ,但 当 过 1 时 , f(x) 不 是 
F[x] 中 可 分 多 项 式 ,这 与 a 在 F 上 的 可 分 性 矛盾 . 因此 若 a€ EE 并 且 a 在 F 上 可 
分 , 则 aEF. 

(4) 一 (1) 设 aEE. 由 引 理 1 知 有 n 之 0 使 得 a” 在 F 上 可 分 ,于 是 a”"”= a€ 
F. 令 n 为 满足 ar"” EF 的 最 小 非 负 整数 , 则 可 像 前 面 一 样 证 得 x” a 为 a 在 F 上 
的 极 小 多 项 式 , 从 而 E 中 每 个 元 素 在 F 上 均 纯 不 可 分 ,因此 E/F 为 纯 不 可 分 
扩张 . 

(1) 二 (5) 显然 . 

(5) 一 (3) 设 E=F(S), 5 中 每 个 元 素 在 F 上 均 纯 不 可 分 .对 EE 中 元 素 a, 则 
有 gCxi,"* ,xX1) EFLxi,…,X1],S1，…，S1ES, 使 得 a = g(s1，,…,s1). 但 是 51，…， 
s1E FWr" ,于 是 a€ FV” ,因此 ESFY?. 

系 1 设 E/M，M/F 均 为 代数 扩张 , 则 E/F 为 纯 不 可 分 扩张 舍 E/M 和 
M/F 均 为 纯 不 可 分 扩张 . 

证 明 不 妨 设 F 的 特征 为 素数 p. 若 E/F 纯 不 可 分 . 则 ES FY"” .于 是 MS 
Po ,EC MI ,从 而 E/M,M/F 均 纯 不 可 分 .反之 , 若 MCEFYr ,EC Mr ， 
则 有 

五 ECP DJ = FV. 

系 2 设 E/F 为 有 限 纯 不 可 分 扩张 ,F 的 特征 为 素数 p, 则 [E : F]=p"，n 
是 某 个 正 整数 . 

证 明 ”由 定理 1 的 (5) 可 知 EE= F(a,…,a1),ai 在 F 上 纯 不 可 分 ,从 而 在 
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F(a1,…,ai-1) 上 也 纯 不 可 分 ,于 是 ai 在 F(al,…, ai-1) 上 的 极 小 多 项 式 为 
x? 一 qi, 因 此 

[Fasai) : Fa…ai-iD)]=p (1<i<D). 
于 是 


[E: Fl]=p", n=nt++n. 

现在 我 们 来 刻画 可 分 扩张 .首先 回答 本 附录 一 开始 所 提出 的 问题 , 即 证 明 可 分 
扩张 等 价 于 可 分 生成 扩张 . 

定理 2 设 E=F(5S). 则 E/F 为 可 分 扩张 传 S 中 每 个 元 素 在 F 上 均 可 分 . 

证 明 之 显然 . 

< 对 每 个 aEE, 则 有 wi,…,unE€5 使 得 a€E FC sp…yUn). 令 fi(x) 为 i 
在 FF 上 的 极 小 多 项 式 , 则 fi(x) 为 FLx] 中 可 分 多 项 式 , 从 而 f(x) = (x)*…fn(x) 
也 是 F[x] 中 可 分 多 项 式 . 设 N 为 f(x) 在 F(wi,…;us) 上 的 分 裂 域 . 它 也 是 f(x) 
在 下 上 的 分 裂 域 ,于 是 N/F 为 有 限 伽 罗 瓦 扩张 ,从 而 N/F 为 可 分 扩张 .由 于 a€ 
N, 因 此 a 在 F 上 可 分 , 即 E/F 为 可 分 扩张 . 

定理 3 设 E/F 为 代数 扩张 ,$={a€EEla 在 F 上 可 分 },P={a€Ela 在 F 
上 纯 不 可 分 } , 则 

(1) S 和 P 均 为 E/F 的 中 间 域 ,并 且 E/S 是 纯 不 可 分 扩张 ,S/F 为 可 分 扩张 ， 
P/E 为 纯 不 可 分 扩张 ,并 且 PS = 下 .这 里 5 称 为 下 在 巨 中 的 可 分 闭 包 . 

(2) E/P 为 可 分 扩张 仿 下 = PS. 

证 明 车 下 的 特征 为 0, 则 5S=E,P= 下 ,定理 显然 成 立 .下 设 下 的 特征 为 素 
数 p. 
(1) 由 定理 2 知 5 为 域 且 S/F 为 可 分 扩张 .对 于 aEE, 由 引 理 1 知 有 n 使 得 
a”" 在 F 上 可 分 ,于 是 a”E5,a€ SYP” ,从 而 a 在 S 上 纯 不 可 分 .因此 E/S 是 纯 不 
可 分 扩张 .由 定理 1 的 (3) 可 知 P 为 域 且 P/F 是 纯 不 可 分 扩张 .最 后 ,由 于 PMNS 
是 下 的 可 分 扩张 也 是 纯 不 可 分 扩张 ,因此 PNS=FF. 

《2) 如 果 E/P 为 可 分 扩张 , 则 E/PS 也 是 可 分 扩张 , 另 一 方面 ,由 于 E/S 纯 不 
可 分 ,从 而 E/ PS 也 纯 不 可 分 ,于 是 EE= PS. 反 之 ,车 E= PS = P(S), 由 于 5 中 元 
素 在 F 上 可 分 ,因而 在 P 上 也 可 分 ,于 是 由 定理 2 即 知 E/P 可 分 . 

注 记 令 F=F2(1), E=F(u)= Fo(t1,u), 其 中 4 在 F 上 代数 ,并 且 满 足 
u4 + w? +t=0, 则 不 难 证 明 P= 下 ,而 u 不 是 P 上 可 分 元 素 , 所 以 E/P 可 以 是 不 
可 分 扩张 . 

系 3 设 E/M,M/F 均 是 代数 扩张 , 则 E/F 可 分 今 E/M,M/F 均 可 分 . 
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证 明 二 > 显然 . 
一 车 E/M,M/F 均 可 分 . 令 5 为 F 在 E 中 的 可 分 闭 包 , 则 E/S 纯 不 可 分 .由 
， 于 M/F 可 分 ,8 之 M. 由 于 E/M 可 分 ,从 而 E/S 也 可 分 .于 是 E= 5, 即 E/F 

可 分 . 

定义 2 设 E/F 为 代数 扩张 ,$ 为 F 在 E 中 的 可 分 闭 包 , 则 E/S 纯 不 可 分 而 
S/F 可 分 .[S : FJ] 叫做 是 E/F 的 可 分 次 数 ,表示 成 [E : Fj;; [E: Sj 叫做 是 E/F 
的 纯 不 可 分 次 数 ,表示 成 [E : FJi, 于 是 [E : F]=[E: FJ,LE: Fji;. 并 且 E/F 可 
分 名 [FE : FJ];=1; E/F 纯 不 可 分 号 LE : Fj, =1. 此 外 ,如 果 E/F 为 有 限 扩张 并 
且 F 的 特征 为 素数 p, 由 定理 1 的 系 2 可 知 [E : Fj; 为 忆 的 寡 . 

定理 4 设 E/F 为 有 限 扩张 ,Q 为 E 的 代数 闭 包 , 则 共有 [E: Fj]; 个 下 骨 
入 EQ. 

证 明 令 5 为 F 在 E 中 的 可 分 闭 包 .我 们 已 经 知道 共有 [5S : Fj]=[E: FJ, 个 
下 嵌入 S>Q. 每 个 嵌入 o:5->0 均 可 扩充 成 下 柑 入 E>0, 我 们 只 需 再 证 每 个 
5 只 有 唯一 的 扩充 即 可 . 设 t,t :EQ 均 是 下 嵌入 且 r|s=+ |s=o0. 不 妨 设 下 的 
特征 是 素数 p. 对 每 个 aEE, 有 nn 使 得 a”E5, 于 是 

ra)" = rar) = aa) = ro” = rom， 

因此 rt(a) =r'(a), 这 就 表明 r=r 

系 4 设 E/M,M/F 均 为 有 限 扩张 , 则 

[E: FJ;=[E: MJLM: F]s; [E:F]J=[E: MJLM:F]. 

证 明 令 n=[E:M], m=[M:Fj. oi:E>Q(1<i<n) 为 E 的 全 部 
M- 嵌 人,tj:M>Q(1<j 三 m) 是 M 的 全 部 已 嵌入 . 记 N 为 正在 下 上 的 正规 闭 包 ， 
则 oi 和 zi) 均 可 扩充 成 Gal(N/F) 中 元 素 , 仍 表示 成 c 和 tj, 则 

{roi | 1<i<n,1<j<m} 
作为 下 嵌入 E 一 NCS 0 是 两 两 不 同 的 .这 是 因为 若 rjo; = tjoi; 则 
rilw = toily = toilu = Thu 
因此 j=, 从 而 ci = ot. 进而 对 EE 的 每 个 已 嵌入 co: 下 一 0， clw 为 天 嵌入 M 一 
Q. 于 是 对 菜 个 j,alm = zj, 从 而 (riic) |w =1. 于 是 存在 某 个 i, rj'o = oi. 所 以 
a= tjo1. 这 就 证 明了 政 柑 和 人 E>Q 共有 mn 个 , 即 
[E: Fj,=mn=[E: MJ[M:F],. 


由 此 知 
[LE : FJ; =[E: FJ/LE: Fj 
=[E: MJLM : FJ/[E: Mj,LM : F], 
=[E: MJ[M : Fj;. 
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习 题 


1. 设 无 /F 为 域 的 代数 扩张 ,下 的 特征 为 素数 己 . 

(1) 车 E/F 为 可 分 扩张 , 则 对 每 个 ma 过 1, 巨 = FE ; 

(2) 车 EE/F 为 有 限 扩张 且 EE= FE?, 则 E/F 是 可 分 扩张 ; 

(3) 元 素 aEE 在 F 上 可 分 镶 F(a?)= F(a). 

2. 设 下 为 域 ,fCX) 为 FL[x] 中 不 可 约 首 一 多 项 式 ,E 为 (x) 在 下 上 的 分 裂 域 ， 
a 为 1(x) 在 EE 中 的 一 个 根 . 则 

(1) f(x) 在 巨 中 的 每 个 根 的 重 数 均 为 [F(a) : F];; 

(2) f(xX)=[Cx 一 qa)…(Xx 一 an)J", 其 中 a1，…,as 是 f(x) 的 全 部 相 漠 根 ， 
m=[F(a) : Fl, n=[F(a) : F],. 

3. ,FF,S,P 如 定理 3 所 示 ,M 为 E/F 的 中 间 域 , 则 

(1) E/M 纯 不 可 分 舍 SCM; 

(2) E/M 可 分 PSEM; 

(3) MNS=F SOMEP. 

4. 设 E/F 为 有 限 纯 不 可 分 扩张 ,FF 的 特征 为 素数 p, 则 存在 q=p", 使 
得 E'SF. 


ss 


习题 提示 


第 1 章 群 


Es 
6. 在 非 负 整数 集 No 中 定义 关系 一 ,其 中 a 一 b 续 a 与 b 均 为 正 数 且 有 相同 的 
奇偶 性 . 则 一 不 满足 自 反 性 . 


2 
6. 用 (a 1) "1 表示 a! 的 左 逆 元 , 则 
a*a!=e(a*a!)= (a) la laa’! 
= (a) lea! = (a) la! = e. 


7. 取 a€E€G 及 xa=a 的 解 e. 证 明 e 是 G 的 左 单位 元 .再 利用 前 一 题 的 结论 . 

8. 对 任意 a€G, G={ax|x€EG}={xalx€E G)}. 

10. ab=ab(ab*a)= (aba)b?a=ab?a=1, 同 样 可 证 ba=1. 

11. 考虑 集合 $= {a1a2…ail1<i<n}. 如 果 1F5, 则 S 中 至 少 有 两 个 乘积 
是 相同 元 素 . 

12. G 中 满足 必 隆 1 的 元 x 是 成 对 出 现 的 . 


13, 集合 85-1={gb-!|bES} 和 5S 有 相同 多 个 元 素 . 即 |gS-!|= 18|>> 号 = 


二 1G1. 于 是 gS! 和 SS 必 有 公共 元 素 . 于 是 有 a,bES, 使 得 gb!=a. 


16. 证 明 加 群 Q 的 任 一 自 同 构 了 均 形 如 f。:xH> xa. 再 证 ar> ff。 给 出 群 同 构 
Aut(Q, +) 衬 (Q* ,，。), 其 中 (Q* ,。) 是 非 零 有 理 数 的 乘法 群 . 

19. 由 a*=1 可 知 若 a(a)=b, 则 a(b)=a. 由 于 a(1)=1 而 a 没有 不 动 点 ， 
可 知 G 的 阶 为 奇数 .再 证 当 a,b€EG,a 关 b 时 ,a ia(a) 天 bia(b). 由 此 可 知 G 
中 每 个 元 素 均 可 写成 形式 gia(g)(g€EG). 若 a=g ral(g), 则 a 1!=a(g)-1g= 
a(Ca). 所 以 对 G 中 元 素 a 和 b,a(ab)=(ab) =b a 1=a(b)a(a)=a(ba). 
由 于 a 是 G 的 自 同 构 ,可 知 ab = ba, 即 G 为 阿 贝 尔 群 . 
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1.3 

7. 注意 A-!1g 几 B 关 2. 

11. 将 HgK 分 解 为 且 的 右 陪 集 的 无 交 并 . 

12. 把 G 分 解 成 互 不 相交 的 双 陪 集 的 并 G = U AgA .每 个 双 陪 集 AgA 含有 同 
样 多 个 4 的 右 陪 集 和 A 的 左 陪 集 (利用 习题 11). 若 gal,…,ga, 和 big,…,big 分 
别 是 4 在 AgA 中 的 右 陪 集 代表 元 系 和 左 陪 集 代 表 元 系 , 则 biga1,…,b,ga, 既是 
A 和 在 AgA 中 的 右 陪 集 代表 元 系 又 是 左 陪 集 代表 元 系 . 

14, No (P) 恰 是 所 有 上 三 角 可 逆 阵 作成 的 群 . 

17. 先 证 G 中 每 个 元 素 均 可 写成 平方 形式 82(8E G). 对 于 XEG, 令 
Xla(x)=g?, 证 明 8 EG-1,x8E G1. 于 是 x=(xg)g-1€E G1GL. 


1.4 

6. 证 明 对 n 的 每 个 正 整 数 因子 m,G 中 至 多 有 9(m) 个 m 阶 元 素 . 利 用 第 5 
题 可 知 G 中 恰好 有 PCm) 个 mm 阶 元 素 . 取 m=n 即 证 得 此 题 . 

8. 设 妃 是 G 的 唯一 极 大 子 群 .因为 G 是 有 限 群 , 故 有 H 也 是 G 的 最 大 子 群 . 
取 g&H,gEG. 则 G=《g). 若 g 的 阶 含有 两 个 不 同 的 娄 因 子 p 和 g, 则 《Cg?》 和 
《8 "> 均 是 G 的 真子 群 .从 而 C8?》,《g?)CSH. 因 为 (p,q)=1, 故 g=g?*mEH. 


1.5 

11. (2) 先 证 明 Q 由 集合 P={1/p"|p 为 素数 ,r 宇 1} 生 成 . 设 太 是 QQ 的 真子 
群 . 则 存在 素数 p 和 正 整数 r 使得 1/p"G H. 若 及 极 大 , 则 CH,1/p') =Q. 于 是 存 
在 整数 n 使 得 Vp" -n/p'EH,Wm(np-D/p" EH. 但 (np—1,p'*1)=1, 故 


r+l 


有 整数 c,d 使 得 cCnp 一 1) + dpri 1M B+td BTEH. 这 与 


pt 
13. 利用 习题 12 和 10. 


1.6 
11. 用 归纳 法 证 明 由 (12) 和 (123…n) 生 成 的 5S， 子 群 HH, 就 是 S, :注意 到 
(2),…,(1n 一 ]),(1n) 是 5， 的 一 组 生成 元 . 
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1.7 

5. 将 G 共 罗 作 用 于 G 的 非 正 规 子 群 所 成 的 集合 上 . 

6. G=aiHU…UanH(2 过 n 过 4).G 以 “ 左 乘 ” 方 式 作 用 在 集合 {a1H,…， 
anH} 上 ,由 此 给 出 诱导 表示 Pp:G 一 S$。.Kerp4 G. 由 G 为 单 群 知 Kerp=1. 于 是 
Pp 为 单 同 态 .再 考虑 S$, (2<n<4) 的 单子 群 即 证 得 此 题 . 

7. 考虑 G 对 于 是 的 诱导 表示 的 核 (其 中 HG,[G : 有 H] 有 限 ). 

8. 利用 线性 代数 中 的 一 个 事实 :对 任意 正 整数 m 和 任意 复 可 庶 方 阵 和 A, 均 有 
复 可 朔方 阵 电 使 得 A= B". 

9. 注意 2" 阶 元 素 在 左 正则 表示 下 是 奇 置换 . 

10. 把 Aut(Ss) 看 作 53 的 所 有 2 阶 子 群集 合 上 的 置换 群 . 

11. 问题 可 以 归结 于 a 的 阶 是 素数 的 情形 ,考虑 G 的 共 罗 元 素 类 在 群 4x > 作 
用 下 的 轨道 .证 明 至 少 有 一 个 共 罗 类 不 含 a 作用 下 的 不 动 点 

12. G 中 元 素 的 共 罗 作 用 诱导 出 G 到 Aut(A) 的 同 态 . 


1.8 

9. 取 定 一 个 西 罗 p- 子 群 P, 令 N= No(P). 考虑 双 陪 集 NgP 中 人 的 陪 
集 个 数 . 

10. 由 轨道 公式 知 


lcal -cl lcGal -lc _IGI IP| - 
1GalTG。 有 ET=TGoTTRol=1PoT= FITPal™ CO: PlPal. 


因 p”"||Gal, 故 p”"|([G : PJ|Pa|). 但 是 p 与 [G : PJ 互 素 , 故 p"||Pal. 

11. 设 A={ga€Galpga=ga,;YVpEP). 则 Noel(P) 在 A 上 有 自然 的 作用 . 
因 A= {ga€Gslg-!'Pg 过 Gs。}, 从 而 P 与 g“1Pg 都 是 Ga 的 Sylowp- 子 群 , 故 它们 
在 G。 中共 辆 .于 是 g8ENc(CP)G。. 

12. G 的 西 罗 3- 子 群 共有 4 个 ,把 G 表示 成 这 4 个 子 群 的 置换 群 . 


1.9 

1. 令 m=[G : 4]. 则 有 aE GG<jsm) 使 得 G= Aaj. 记 grrr=gi'， 
sg2n 二 871. 又 令 a1=1. 则 有 2nm 个 元 素 bs€ A 使 得 ajgi= byar(l<j<m,1 
二 i<2n), 证 明 这 些 bsy 生 成子 群 A. 

11. G 有 7 阶 正规 子 群 (y) 宇 Z; 和 13 阶 正规 子 群 (z) 衬 Zis. 设 lx) 是 G 的 
Slyow5- 子 群 . 则 |《x》《y》|=5,|《x》《z)|=65,1《y》《z》| =91. 而 35 阶 群 .65 阶 
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群 . 和 91 阶 群 均 是 Abel 群 , 故 x 与 y,x 与 z,y 与 z 均 互 换 . 
14. 用 两 组 基 的 互相 表 出 得 到 一 对 互 逆 的 矩阵 . 


1.10 

9. 计算 G 中 pp 阶 元 的 个 数 ;计算 G 中 形 如 Z, 级 Z, 的 p? 阶 子 群 末 的 个 数 ; 
再 计算 G 中 p? 阶 元 的 个 数 .最 后 可 得 G 有 pl(p+1)+1=p?+p+1 个 p? 阶 子 群 . 

11. 记 tm 是 G 中 极 大 子 群 的 个 数 . 对 任 一 4 天 1,b 天 1,a,bEG, 存 在 G 的 
自 同 构 使 r(a) = 已 .对 任 一 4 天 1l,aEG, 记 sw(Ca) 为 G， 的 包含 a 的 极 大 子 群 
的 个 数 . 则 s, (a) 不 依赖 于 a, 即 s,(a)=s,(b), V1 元 bE€EG,. 记 ss,(a)=s,. 
则 有 

(pi -Dis=(p"-l)s, 和 ss, = tn. 

于 是 有 递归 公式 


G 的 极 大 子 群 的 个 数 为 8 二 


了 
3. 18 阶 非 Abel 群 共有 三 个 : 
De =(a,b|las=1=b2,ba= asb); 
ZsxDs= (a,b,cla =b=c=1,ba= ab,ca = ac,cb = bc); 
$= a,b,clas= b=c=1,ba= ab,ca = a?c,ch = b?c). 
20 阶 非 Abel 群 共有 三 个 : 
T=(a,blas =1= bt,ba = ab = (a,blas =1= bt,ba = asb); 
S$S=Ca,bla’ =1= bt,ba = atb = Ca,bla'0 =1,b? = as,ba = asb); 
Di =(a,bla®*=1= b’,ba = ab 人 DixZ2. 


第 2 章 环 和 域 


2.1 
1. (1) 令 4 是 无 穷 实 数列 {aoyai,az，…} 作 成 Abel 的 群 .考虑 A 的 自 同 构 
环 End(A), 记 为 R. 则 R 当然 有 单位 元 1. 令 rER 为 右 移 变 换 ,1E R 为 左 移 变 
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换 ,10:A 一 A 为 变换 , 即 lo({aoyalyaz,…))={ao+alya2y0s…)}. 则 1 和 1o 均 
为 了 的 左 逆 . 

20. 若 c 是 (1- ab) 的 逆 , 则 (1+ pca) 是 (1- be) 的 逆 背 景 :形式 上 ,1- ab 的 
逆 可 想象 成 是 c=1+ab+abab+ababab+…. 则 1- ba 的 逆 可 想象 成 是 1+ ba 
+ baba +…=1+ bca. 

21. 设 x 有 多 于 一 个 右 逆 , 则 右 理想 1= {gE RI|xg=0} 有 非 零 元 素 .只 需 证 / 
是 无 限 集合 即 可 .如 果 了 = {0,b1,…,b1} 有 限 ,|1|=1+1. 令 a 是 x 的 一 个 右 逆 
( 即 xa =1), 证 明 {bix,…,bix} 是 {bi,…,b1} 的 一 个 置换 .由 此 可 知 bia 天 0(1 扫 
i 中. 另 一 方面 ,由 x 的 右 逆 多 于 一 个 可 知 ax 天 1. 于 是 ax -1 是 了 中 非 堆 元素 . 
但 是 (ax 一 1)a =0, 韦 盾 . 


2.2 

12. 当 (q1,42,1) 取 亡 NoXNoXN 的 元 素 ,T(q1,q2,1) 就 给 出 了 TT 的 所 有 两 
两 不 同 的 非 零 理想 ,其 中 

_ alN 0 

Tq1,gD) = (WN gt): 


2.3 

10. 先 证 :车 已 , Pi，…… 忆 均 为 素 理 想 ,P 二 Pi 站 … 门 P1, 则 必 有 i(1<i<m) 
使 得 PCPi. 现 在 设 A 和 SP1U…U Pm, 不 妨 设 Pi(1<i<m) 互 不 包含 .于 是 对 每 
个 ,Pi 也 Pn… 则 Pia 几 Pini 门 … 站 Pm. 从 而 有 riEPiN … 几 MPiA 几 Pi 由 
从 Pri 公 已 .如 果 10 题 不 成 立 , 则 又 有 aiE€ A,aiPi(1<i<m). 考 虑 元 素 
ar +…+Qnmrm 导出 矛盾 . 


2.5 
14. 如 果 A=a+BEQ, 则 a 会 = 一 (B- 低 ). 令 gCx)=f(x+ 刍 ), 则 gx) 


EQ[Lx], 且 g(x) 有 根 r=a 一 会 和 -r=B 一 全 .g(x) 仍 为 QEx] 中 奇 次 不 可 约 多 项 


式 , 且 7 是 多 项 式 T(x)=g(x)+g( 一 x) 的 根 . 若 T(x) 志 0, 则 g(x) 有 因子 x, 与 
g(xX) 不 可 约 矛 盾 .但 是 degT(x) 二 degg(x), 而 T(x) 和 g(x) 有 公共 根 7+, 这 又 与 
8(X) 不 可 约 性 矛盾 . 

15. 以 deg1f 表示 f(xi,x2) 对 于 xi 的 次 数 .不 妨 设 degyf = n 之 1,degig = 
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m 之 1,n 宇 m. 于 是 
f= foCxz)x? + 8 = go(X2) XT 十 
车 (a,b) 为 f(x1i,x2)=0,g8(x1,X2)=0 在 域 k 中 的 解 . 令 h(xi,x2) = go(x2) 
“FFCxixz) 一 所 (xz)8(xziyxz)xz ": 则 h(a,b)=0,degyh 一 n= degf 依次 下 
去 ,可 求 出 多 项 式 h(xi,x2) 使 得 degrh =0, 即 有 (xi,xs)=hh(xs),h(a,b)= 


0, 即 及 (b)=0. 从 而 ,只 有 有 限 多 个 b( 由 f 和 g 互 素 可 知 有 (x) 关 0). 同 样 可 知 a 
也 只 有 有 限 多 个 可 能 . 
18. (2) 例如 ,x5 一 x+15= (x?+x+3)(x? 一 x? 一 2x+5)EQLx]. 


ky 

5. 记 K 为 下 的 扩 域 且 |K|=q". 设 degf(x)=m,p 是 f(x) 在 其 分 裂 域 中 的 
一 个 根 .因为 f(x) 在 上 不 可 约 , 故 f(x) 是 4 在 F 上 的 极 小 多 项 式 .从 而 |FCp)| 
= g". 于 是 jx)|(x9 一 x) 镶 是 x"” 一 x 的 一 个 根 祝 EKGF(I)CFSF(1) 
的 乘法 群 是 K 的 乘法 群 的 子 群 祝 (q" 一 1)1(q" 一 Smln. 

6. xz2 =X+lxz = (xz2)2 =(x+1)*”=x*” +1=x. 这 表明 x*”+x+1 的 
根 均 属于 Fazz ,车 x*”+x+1 不 可 约 , 则 它 的 分 裂 域 为 Fem .于 是 2n 之 2", 即 nn 
<2. 

11. (1) 首先 G=Gal(F/F,)=(o) 是 nn 阶 循环 群 ,其 中 o(a)=a?,VaEF. 
因此 Ta)=a+an+…+an .因为 (T(a))r=T(a), 故 T(a)EF,. 显 然 T;F 
一 已 是 加 法 群 的 同 态 .又 T(Xa)=AT(a), YAEF,. 因 此 T:F>F, 是 F,- 的 线 
性 映射 .显然 ,T 关 0《 和 否则 P"-! 次 多 项 式 x+ xz+…+XP 至 少 有 p" 个 不 同 的 
根 ,矛盾 !). 而 Fo 是 F, 上 的 一 维 向 量 空间 ,因此 了 必 满 . 


第 3 章 域 的 伽 罗 瓦 理论 


3.1 
3. 对 nn 用 数学 归纳 法 .分 两 种 情况 考虑 . 若 f(x) 是 F[x] 中 不 可 约 多 项 式 ,xI 
是 fx) 的 一 个 根 , 则 [CE : F]=[E: FCx)][FCx) : Fj]=n[LF(x): FI] 而 E 


恰 是 全 如 -在 PCxa) 上 的 分 裂 域 . 因此， 由 归 纳 假设 知 [ 巨 : F(x4)J1Cn 一 D1. 于 是 
LE: Fln!. 
* 184，: 
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车 f(x)=gCx)hCx,g(x),h(x)EFLxJ], 且 g(xX) 的 次 数 m 和 h(x) 的 次 数 
均 不 小 于 1. 令 区 为 g(x) 在 F 上 的 分 裂 域 . 则 巨 为 h(x) 在 KK 上 的 分 裂 域 .因此 ， 
由 归纳 假设 知 [E : F]=[E: KJLK: Fl(n-m!1ml!lln!. 


3.2 

11. 一 设 E/F 正规 . 则 巨 是 F 上 某 个 多 项 式 集合 S 在 F 上 的 分 裂 域 . 

设 f(x) 是 FLx] 中 任 一 不 可 约 多 项 式 , p(x) 和 q(x) 是 f(x) 在 EL[x] 中 的 两 
个 首 一 的 不 可 约 因 子 . 令 M 是 /(x) 在 F 上 的 分 裂 域 . 设 a,BE M, 使 得 pl(a)=0 
=g(B). 因 为 a,B 在 F 上 的 极 小 多 项 式 均 为 1(x), 故 存在 域 同 构 7: F(a) 一 
FF(B),7|s=1e,7Ca)=B. 因 M 是 f(x) 在 F(a) 上 的 分 裂 域 ,M 是 f(x) 在 F(B) 上 
的 分 裂 域 , 故 由 同 构 延 拓 定 理 知 7 可 延 拓 为 r:M>M,rt|Fw = 也 

现在 EM 是 M 上 多 项 式 集合 S 在 M 上 的 分 裂 域 .注意 ,此 处 总 可 将 EE,M 视 
为 某 一 共同 域 的 子 域 ,例如 FF 的 代数 闭 包 .因此 由 同 构 延 拓 定 理 , rt 可 延 拓 为 
6:EM-=EM,Slw=r. 

由 于 E/F 正规 ,Sls=1r, 故 (CE)=E.$ 将 p(x)EELx]j 仍 变 成 ELxj 中 的 不 
可 约 多 项 式 ,由 于 SCa)=B, 故 (pCx)) 与 9(X) 均 为 E[x] 中 以 B 为 零点 的 不 可 
约 多 项 式 . 从 而 (p(x)) = q(x). 特 别 地 ,p(xX) 与 gCx) 的 次 数 相同 . 


3.3 

5. 设 L/(LNM) 是 有 限 佑 罗 瓦 扩张 . 则 工 是 L 门 M 上 某 个 可 分 多 项 式 fx) 
在 LNM 上 的 分 裂 域 , 即 工 = (工人 站 MD)Cxi，…xn) ,其 中 xxn 是 用 xX) 的 全 部 
根 .于 是 MCz xn)= MCLNMD) Cxi,… ,Xn)= ML=LM, 即 LM 是 MLxj 中 
可 分 多 项 式 有 (Xx) 在 M 上 的 分 裂 域 . 故 LM/M 是 有 限 侈 罗 瓦 扩 域 . 

对 于 任 一 oEGal(LM/M),o 是 za，…yxn 的 一 个 置换 , 故 ol(L)=L, 于 是 a 
EGal(L/LNM). 这 就 给 出 Gal(L/L 门 M) 的 群 同 态 , 易 知 这 个 同 态 的 核 是 (1}. 

剩 下 只 要 证 明 [LLM : M]=[L :LNMj. 因 L/L 站 M 是 有 限 可 分 扩张 , 故 工 
= (LNM)(a). 设 g(x) 是 a 在 LMM 上 的 极 小 多 项 式 . 因 LM=M(a), 故 只 要 证 
g(x) 也 是 a 在 M 上 的 极 小 多 项 式 , 即 要 证 g(x) 在 MLxj] 中 不 可 约 . 

设 g(x) 在 MLx] 中 有 分 解 gCx)= h(x)1(x). 因 L/L 站 M 正规 , 故 卫 包含 
g(xX) 的 全 部 根 ul 二 a，…,am. 注 意 到 h(x) 和 1(x) 的 系数 均 是 这 些 根 的 、 系 数 为 
士 1 的 多 项 式 , 从 而 h(x) 和 1(x) 的 系数 属于 上 上门 M. 所 以 ,由 g(x) 在 LNM 上 的 
不 可 约 性 即 知 gCx) 在 M[z] 中 不 可 约 性 . 
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近世 代数 引 论 中 


nl 
10. 设 n=2m+1. 对 任 一 x= Dyaits € RN QC) ,x 的 虚 部 为 0, 即 
1=1 


al m 
al sin at 1! = 0. 而 和 asin = Dean)sinat, 而 sin2z ,sin A os 


-1 


sans 线性 无 关 的 ,因此 an - a,， = 0. 于 是 x = Da, = Patst 
Cy 5 Factir 6) € QE, + 671). 
1=1 


-1 
11. 利用 上 题 . Q( 包 + 55) = (ak; | a = aivas = aaa = 
1=1 
4 只 ). 另 一 方面 
-1 
K= Inv((o2)) = {x = Sats lo) = x} 


(Ha; | 到。 gy = Daty). 


因此 天 为 实 二 次 域 当 上 且 仅 当 
-1 
(Sa Srp = $aits) C Qt, + 671), 

t=1 pe 1 

当 且 仅 当 由 信 aty' = 人 ab; 可 推出 
aa = ap-l， 02 = ap2s ,a = Ad. 
由 Saty' = Sa 比较 两 边 8 的 系数 知 a = ae .再 比较 两 边 g 的 系数 知 
ap = ag. 继续 下 去 即 得 
a = a = a = a = = ao. 

因此 , 若 K 为 实 二 次 域 , 则 存在 使 得 82= -1l(modp). 而 -1 模 记 的 乘法 阶 为 
2, 故 8 模 忆 的 乘法 阶 为 2, 即 [5 LT= 2,(28,P 一 1) = 已 1. 由 此 即 知己 了 1 
是 偶数 . 
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